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Resumen
La distribucio´n separada y servicios de recogida de mercanc´ıa en diferentes rutas es
un tema de intere´s actual para las empresas de distribucio´n de bienes, dado que algunas
compan˜´ıas consideran dif´ıcil la reorganizacio´n de la carga al interior de los veh´ıculos ya que´
son so´lo una vez cargados en el depo´sito. En el problema de ruteo de veh´ıculos con clientes
de retorno (VRPB,“vehicle routing problem with backhaul”) los clientes son divididos en 2
subconjuntos, los clientes de retorno (linehaul) y los clientes de entrega (backhaul). El VRPB
es presentado en la literatura como una extensio´n del CVRP (“capacitated vehicle routing
problem ”) y tiene clase de complejidad NP-hard. Las compan˜´ıas log´ısticas esta´n altamente
motivadas en hacer que sus operaciones sean menos contaminantes a trave´s de una solucio´n
eficiente con veh´ıculos ele´ctricos (VEs). Sin embargo, el rango de conduccio´n es uno de los
aspectos limitantes en la insercio´n de los veh´ıculos ele´ctricos en las flotas log´ısticas, debido a
la baja capacidad proporcionada por las bater´ıas para completar las rutas. En este sentido,
es necesario desarrollar un marco de trabajo para incrementar de forma virtual la capacidad
de la bater´ıa, por medio de la ubicacio´n de estaciones de recarga a lo largo de la red de
transporte, y completar las rutas satisfactoriamente. Por otro lado, los operadores de redes
de distribucio´n expresan su preocupacio´n asociada a la inclusio´n de nuevas cargas ele´ctricas
(estaciones de recarga de VEs), sin desmejorar la gestio´n o´ptima de suministro de energ´ıa a los
usuarios finales. Bajo estas circunstancias, en este art´ıculo se introduce el problema de ruteo
de veh´ıculos ele´ctricos con clientes de retorno, formulado como un modelo de programacio´n
lineal entera mixta y considerando la operacio´n del sistema de distribucio´n en condiciones de
ma´xima demanda (EVRPB SDL). Se consideran diferentes puntos candidatos a estaciones
de recarga de VEs para recargar la bater´ıa al final de una ruta de entrega o durante la ruta de
retorno. El problema se formula con un enfoque multiobjetivo, donde se modela la operacio´n
de las redes de transporte y de distribucio´n de energ´ıa ele´ctrica. El modelo propuesto es
evaluado en algunas instancias del VRPB (“Vehicle Routing Problem with Backhauls”) junto
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con sistemas de prueba de sistemas de distribucio´n de la literatura especializada. Para cada
prueba, se presentan los correspondientes frentes de Pareto usando el me´todo ξ-constraint.
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Cap´ıtulo 1
Introduccio´n
El problema de ruteo de veh´ıculos considerando entrega y recogida de mercanc´ıa
(VRPB,“vehicle routing problem with backhauls”), se describe como el problema de
determinar un conjunto de rutas de veh´ıculos que visita 2 subconjuntos diferentes de clientes.
El primer subconjunto contiene los clientes de entrega, cada uno requiriendo una cantidad
de producto que debe ser entregado por la flota de veh´ıculos. El segundo subconjunto,
contiene los clientes de retorno, a quienes la flota de veh´ıculos debe recoger una cantidad
de mercanc´ıa para llevar al deposito. El objetivo del VRPB es realizar la visita a los 2
subconjuntos, en donde debe atender primero los clientes de entrega y despue´s los clientes
de recogida de mercanc´ıa o´ volver al depo´sito. Esta particio´n de conjuntos es frecuentemente
utilizada en situaciones pra´cticas en las que se intenta evitar la reorganizacio´n de la mercanc´ıa
transportada y los clientes de entrega tienen una mayor prioridad. El problema en este
trabajo de grado, se aborda considerando una representacio´n de cada tipo de ruta del VRPB
basada en una generalizacio´n del problema de ruteo abierto (OVRP, “Open Vehicle Routing
Problem”).
El OVRP se propuso por primera vez a principos de los 80 [1, 2], y afronta el problema de
realizar el recorrido y realizar la entrega de mercanc´ıa a los clientes sin necesidad de volver al
depo´sito central, como su nombre lo indica la ruta es abierta. En el VRPB, las rutas de entrega
y recogida, constituyen un subproblema con configuracio´n radial formada por un a´rbol de
expansio´n mı´nimo, comenzando en el depo´sito hasta terminar en un cliente de entrega y
empezando en un cliente de recogida hasta el depo´sito final. Por lo tanto, la estructura del
VRPB se puede ver como un OVRP de clientes de entrega y clientes de recogida conectado
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por enlaces.
Los Veh´ıculos ele´ctricos (VEs) a menudo se han sugerido como una solucio´n u´til y eficiente
para reducir el consumo de petroleo y las emisiones de contaminantes atmosfe´ricos. Debido a
la eficiencia energe´tica y las ventajas ambientales sobre los veh´ıculos convencionales, el futuro
de los veh´ıculos ele´ctricos parece prometedor, sin embargo, la integracio´n de los VEs a los
sitemas de distribucio´n de energ´ıa actuales plantea nuevas te´cnicas econo´micas, pol´ıticas y
desaf´ıos regulatorios, que deben ser tenidos en cuenta en las proyecciones de demanda para
los futuros planes de expansio´n de la red ele´ctrica.
Debido al reducido alcance de los VEs es necesario operar puntos de recarga o intercambio
eficientes que no impacten la operacio´n del sistema de potencia actual y que los haga
competitivos en el campo econo´mico frente a los veh´ıculos convencionales de combustio´n
interna. Esto provoca que este caso de carga o´ptima de bater´ıas combinado con el ruteo
o´ptimo de los VEs con clientes de entrega y retorno establezcan un problema de gran
importancia y actualidad para el sector de transporte de carga y el sector ele´ctrico.
La operacio´n integrada del sistema de distribucio´n de energ´ıa ele´ctrica y el ruteo de
veh´ıculos ele´ctricos considerando entrega y recogida de mercanc´ıa, se puede definir como un
problema de alta complejidad computacional, adema´s se pueden presentar conflictos asociados
entre los dos objetivos, ya que la dependencia del sistema de transporte por los recursos
ele´ctricos ocasionan un incremento en el costo de operacio´n del sistema de distribucio´n, por
otro lado, los puntos de carga que hacen eficiente la operacio´n de e´ste incide en un cambio
de la topolog´ıa de las rutas para llegar al punto impuesto por el sistema de distribucio´n,
lo que ocasiona mayores costos asociados debido al recorrido de los veh´ıculos. Este tipo de
problemas son comu´nmente conocidos como multiobjetivos, y es necesario aplicar diferentes
te´cnicas de optimazacio´n para poder establecer un conjunto de soluciones de alta calidad que
permitan alcanzar los dos objetivos.
1.1. Planteamiento del problema
El objetivo de VRPB es determinar un conjunto de rutas de veh´ıculos para visitar a todos
los clientes a fin de satisfacer la demanda de productos. En tal caso, los veh´ıculos deben
atender primero a los clientes con requisitos de entrega antes que a los clientes con requisitos
de recoleccio´n. Esta divisio´n de clientes es extremadamente frecuente en situaciones pra´cticas
en las que se requiere evitar la reorganizacio´n permanente de los bienes transportados y los
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clientes de entrega tienen una mayor prioridad. Las restricciones tradicionales de eliminacio´n
de sub-tours se ajustan perfectamente a los modelos VRP con un u´nico conjunto de ve´rtices,
donde la evaluacio´n de la conservacio´n del flujo y las restricciones de grados se puede hacer
de una manera general en todos los ve´rtices. En el VRPB, la restriccio´n de precedencia
estipula que en cada circuito los ve´rtices que representa los clientes de entrega preceden a los
ve´rtices de los clientes de retorno. Esto lleva a considerar algunos casos especiales, como los
ve´rtices al final de la ruta de entrega, los ve´rtices en el inicio de una ruta de retorno y las
rutas solo con clientes de entrega. Adema´s, se sabe que el problema es de complejidad NP, la
mayor´ıa de la literatura existente sobre VRPB esta´ relacionado con metodolog´ıas heur´ısticas
y metaheur´ısticas [3]. Pocos trabajos sobre los enfoques exactos han sido propuestos para
desarrollar el VRPB y todos ellos se centran en la inclusio´n de te´cnicas de delimitacio´n o
modelos de particio´n de conjuntos [4].
Con el progreso de la tecnolog´ıa y las preocupaciones ecolo´gicas, la electricidad se ha
convertido en un opcio´n so´lida para el reemplazo de combustible. Los veh´ıculos ele´ctricos se
consideran una alternativa para implementar en el sector del transporte, algunas ventajas de
usarlos son: i)La disminucio´n de la liberacio´n de gases de efecto invernadero, ii) reduccio´n
de la dependencia de los combustibles fo´siles y iii) el poco ruido generado. Sin embargo,
los veh´ıculos ele´ctricos todav´ıa tienen que superar algunos problemas asociados con la
autonomı´a de la bater´ıa, ya que la tecnolog´ıa todav´ıa necesita crecer adema´s la infraestructura
de las estaciones de carga au´n no esta´n instalados masivamente. Por lo tanto, integrar
la planificacio´n de rutas y estaciones de carga es un problema que ha estado ganando
importancia en la industria del transporte en los u´ltimos an˜os[5, 6, 7, 8, 9, 10].
Aparte de los beneficios mencionados en el sector de transporte, los VE impactan
potencialmente la red ele´ctrica existente, ya que e´sta no fue disen˜ada para poder soportar
dicha carga. Entre los impactos se incluyen problemas de operacio´n relacionados con
apagones, deslastre de carga, sobrecarga en conductores, transformadores, y degradacio´n
del perfil de tensio´n y pe´rdidas. Por lo tanto, los operadores de red tienen 2 opciones a
implementar. Primero, realizar un control de carga desplegando una coordinacio´n para la
recarga de los vehiculos, de lo contrario es necesario planear el sistema para poder soportar
estas demandas adicionales no controladas [11]. Este estudio aporta a la u´ltima opcio´n, ya
que mediante la evaluacio´n de la operacio´n de la red ele´ctrica se pueden actualizar los planes
de expansio´n previendo las necesidades futuras, adema´s los VEs de transporte de mercanc´ıa
deben cumplir con un servicio de calidad a los usuarios finales y no es viable esperar que el
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operador de red coordine el momento de carga del veh´ıculo.
El problema de ruteo de veh´ıculos ele´ctricos considerando entrega y recogida de mercanc´ıa,
integrado con la operacio´n de la red (EVRPB SDL) ocasiona un problema de gran intere´s
para las empresas de distribucio´n local y de transporte, debido a que se debe realizar una
ubicacio´n de la estacio´n de recarga que impacte en lo mı´nimo la red ele´ctrica existente y
mantenga rutas eficientes para realizar las entregas y recogidas de mercanc´ıa.
1.2. Justificacio´n
El sector automotriz ha venido realizando grandes esfuerzos para desarrollar
alternativas de automo´viles que reduzcan la utilizacio´n de combustibles fo´siles en su
operacio´n, ya que la mayor´ıa de veh´ıculos en la actualidad funcionan por combustio´n
interna generando un alto impacto sobre el medio ambiente a trave´s de la emisio´n de
gases con efecto invernadero. Los veh´ıculos ele´ctricos son una de estas alternativas que
ha venido ganando importancia y popularidad, adema´s se ha observado en los u´ltimos
an˜os la masificacio´n de estos veh´ıculos en programas relacionados con respuesta a la
demanda y Smart Grids. La autonomı´a ma´xima de los VEs puede ser insuficiente para
completar las rutas de entrega y de retorno, por lo tanto, es necesario que se considere
en los modelos una disminucio´n de la carga de la bater´ıa en el recorrido de la ruta, y es
preciso realizar una adecuada log´ıstica en el proceso de recarga de e´stas. Las empresas
promotoras de los VEs han realizado grandes esfuerzos relacionados con la carga y
descarga de bater´ıas, tiempo de carga y su eficiencia, lo que provoca que este caso de
carga o´ptima de bater´ıas combinado con el ruteo o´ptimo de los VEs establezcan un
problema de gran importancia y actualidad para el sector de transporte de carga y los
operadores de la red ele´ctrica.
Toth y Vigo en [12], establecen que no se ha propuesto ningu´n modelo matema´tico
exacto para el VRPB en la u´ltima de´cada, en esta propuesta se contribuye a esto.
El problema de VRPB puede ser formulado mediante un modelo de programacio´n lineal
entera mixta, en la mayor´ıa de las propuestas se consideran te´cnicas Heur´ısticas para
resolver el modelo, aqu´ı se presentara´ un modelo de propo´sito general, quiere decir no es
necesario algoritmos adaptados para llegar a una solucio´n efectiva y puede ser resuelto
por un solver de programacio´n entera.
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Varias compan˜´ıas ya han desplegado flotas de camiones de reparto ele´ctricos. En
general, la flota se compone de camiones de tipo comercial mediano a menudo
utilizados para entregar suministros a los clientes dentro de una localidad, considerado
especialmente adecuado como camiones ele´ctricos, dado que las rutas diarias a menudo
son exactamente las mismas, significa que las necesidades de rango son fijas y
predecibles, y los veh´ıculos siempre regresan a una estacio´n de carga por la noche, lo que
facilita la recarga. Adema´s, debido a que sus camiones de entrega de paquetes no esta´n
en operacio´n de la noche a la man˜ana, las empresas no dependen de la infraestructura
de recarga publica [13]. Algunos estudios analizan el uso real de veh´ıculos ele´ctricos en
flotas comerciales desde el punto de vista del rango ma´ximo de autonomı´a necesario de
la bater´ıa para cubrir la mayor´ıa de los viajes. En [14], los datos sugieren que alrededor
del 90 % de las rutas mo´viles podr´ıa cubrirse con un rango EV de 60 km y una recarga
nocturna. Ellos muestran una movilidad diaria muy por debajo de su rango ma´ximo
con largas horas de estacionamiento por la noche, por lo tanto, no hay necesidad de
una carga ra´pida.
Actualmente los operadores de red planean su sistema de distribucio´n para una futura
operacio´n considerando en sus proyecciones de demanda de potencia el ingreso de los
veh´ıculos ele´ctricos, por lo tanto, genera preocupacio´n la magnitud de dicha demanda,
la fecha de entrada y la respuesta que va a tener la red existente ante dicha carga. As´ı,
que esta propuesta permite evaluar los planes de expansio´n realizados por los operadores
de red, de acuerdo a la operacio´n del sistema ante una entrada de camiones ele´ctricos
bajo el esquema del VRPB, permitiendo realizar modificaciones a los planes realizados,
de acuerdo a las solicitudes presentadas por las empresas de transporte de mercanc´ıa.
Koc y Laporte en el an˜o 2017 [15], identifican la necesidad de nuevos estudios centrados
en el desarrollo efectivo y poderoso de los me´todos exactos para resolver todas
las instancias de VRPB esta´ndar disponibles en la literatura. Los autores tambie´n
concluyen que au´n no se ha publicado ninguna versio´n de veh´ıculo ele´ctrico para el
VRPB.
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1.3. Objetivos
1.3.1. General
Desarrollar un nuevo modelo matema´tico exacto para el problema de ruteo de veh´ıculos
ele´ctricos considerando entrega y recogida de mercanc´ıa y veh´ıculos homoge´neos, capacitados,
la ubicacio´n de posibles estaciones de carga en el camino y su efecto en la operacio´n del sistema
de distribucio´n local asociado a las pe´rdidas de energ´ıa.
1.3.2. Especificos
Recopilar informacio´n en base de datos disponibles acerca del ruteo de veh´ıculos, su
posible implementacio´n con veh´ıculos ele´ctricos, efecto en el sistema de distribucio´n y
modelos propuestos por otros autores necesarios para alcanzar el estado del arte.
Estudiar modelos similares que describan el EVRPB SDL, adema´s como se van a
optimizar diferentes funciones objetivos, es necesario precisar en la optimizacio´n
matema´tica multiobjetivo.
Plantear modelo matema´tico que incorpore EVRPB SDL.
Solucionar el modelo propuesto para el EVRPB SDL.
Construir diferentes casos de estudio para probar el modelo propuesto.
Resolver el modelo mediante un software comercial de optimizacio´n y documentar los
resultados obtenidos.
1.4. Estado del arte
Como el problema de ruteo de vehiculos con clientes de retorno (VRPB) es NP-completo
[4], algunos procesos de heur´ısticas apropiadas han sido propuestas para su solucio´n,
adema´s, la literatura ma´s reciente relacionada con el VRPB se relatan algunas heur´ısticas y
metaheur´ısticas con soluciones de buena calidad. Dos revisiones completas de metaheuristicas
aplicadas al VRPB, pueden ser encontradas en [3].
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Dos revisiones bibliogra´ficas cubren los principales trabajos alrededor del VRPB: EL
primero, presentado por Toth y Vigo [12], donde se presentan los trabajos existentes antes
del an˜o 2002, y la segunda, por Irnisch et al. quienes se centran en completar la revision
bibliogra´fica hasta el an˜o 2013 [16].
Goestschalck y Jacobs-Blecha en 1989 [17] desarrollan una formulacio´n lineal entera mixta
para el VRPB mediante una extensio´n del modelo propuesto por Fisher y Jaikumar en
1986 [18] que inclu´ıa punto de retorno (pick-up). Ellos desarrollan un algoritmo heur´ıstico
como te´cnica de solucio´n para este problema el cual, a su vez, es descompuesto en tres
subproblemas. Los primeros dos subproblemas corresponden a decisiones de clusterizacio´n
para los clientes de entrega y de retorno, como problemas de asignacio´n generalizada
e independiente. El tercer subproblema consiste en resolver K independientes problemas
del viajante (TSP-“Traveling Salesman Problem”) conformados por clientes de entrega y
recogida, adema´s de las restricciones de precedencia, que impone la relacio´n de dependencia
en todos los componentes del modelo.
El primer me´todo exacto es reportado por Toth y Vigo en 1997 [19], en donde un
efectivo lagrangiano acotado es introducido mediante la extensio´n de los metodos previamente
propuestos para el problema de ruteo de vehiculos capacitados (CVRP). El algoritmo
Branch-and-Bound resultante es capaz de resolver problemas de hasta 70 clientes en total. El
segundo me´todo exacto es propuesto por Mingozzi et al. en 1999 [20], en donde un enfoque
de particio´n de conjuntos es presentado y el modelo de programacio´n lineal entera mixta
(MILP) es resuelto a trave´s de un proceso complejo. Los resultados muestran que el enfoque
es capaz de resolver problemas no dirigidos con hasta 70 clientes. Toth y Vigo en el an˜o 2014
afirman que no se han propuesto enfoques exactos para VRPB durante la u´ltima de´cada
[4]. En la revisio´n, se llega a la misma conclusio´n y nuevas propuestas para modelos exactos
unificados de VRPB no se encontraron, ya que las u´nicas dos propuestas existentes se utilizan
para derivar las relajaciones basadas en un enfoque exacto [19].
Ropke y Pisinger, en 2006 [3], propusieron un modelo unificado que es capaz de manejar
la mayor´ıa de las variantes del VRPB, usan diferentes te´cnicas metaheur´ısticas para VRPB.
Cha´vez et al. en 2016 [21], presentan un algoritmo multiobjetivo de colonia de hormigas
para el problema de ruteo de vehiculos con mu´ltiples depo´sitos y clientes de retorno
(MDVRPB-“Multi Depot Vehicle Routing Problem With Backauls”) donde se minimizan
tres objetivos: i) la distancia recorrida, ii) los tiempos de viaje y iii) el consumo total de
energ´ıa. Los mismos autores en 2018 [22], presentan una metaheuristica bu´squeda Tabu´ para
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resolver el problema de enrutamiento, lo dividieron en rutas secundarias, una para clientes
de entrega y otra para clientes de retorno, con el objetivo de obtener una solucio´n global al
costo mı´nimo.
Otros dos problemas en la literatura comu´nmente modelados mediante me´todos exactos,
donde se considera los clientes de retorno, son: i) el problema de enrutamiento de veh´ıculos
mixtos con clientes de retorno (MVRPB-“Mixed Vehicle Routing Problem with Backhauls”)
y ii) recogidas y entregas simulta´neas. En el primero, se permiten las entregas despue´s de
las recolecciones, en las que los clientes de entrega y retorno se mezclan a lo largo de las
rutas. En el segundo, los clientes pueden recibir y enviar bienes simulta´neamente. Aunque las
diferencias entre estos dos problemas y el VRPB parecen ser sutiles, son muy diferentes; no
se deben realizar comparaciones directas entre los problemas que atienden las recolecciones y
las entregas en orden mixto o al mismo tiempo, que los problemas que se entregan en primer
lugar y en el momento de la recogida en segundo lugar, ya que se esta´n siguiendo diferentes
requisitos. El VRPB es un problema con una especial estructura de las rutas que constan de
dos partes distintas; una entrega y un segmento de recogida. Una revisio´n completa de estos
dos tipos de problemas se pueden encontrar en [3, 23, 24].
Con respecto a los EV, en el contexto del VRP, Conrad y Figliozzi en [25] introduce
el problema de enrutamiento del veh´ıculo de recarga (RVRP), donde los veh´ıculos con un
alcance limitado pueden recargar en las ubicaciones de los clientes a mitad de recorrido,
el problema se presenta como un problema de ruteo de vehiculos de recarga capacitado
(CRVRP) y como un problema de enrutamiento de veh´ıculos capacitados con ventanas
de tiempo (CRVRP-TW). Yang et al. en [26], presentan un problema de enrutamiento de
ubicacio´n de estacio´n de intercambio de bater´ıa de veh´ıculo ele´ctrico (BSS-EV-LRP), que
tiene como objetivo determinar la estrategia de ubicacio´n de las estaciones de intercambio de
bater´ıas (BSS) y el enrutamiento de una flota de veh´ıculos ele´ctricos simulta´neamente bajo las
limitaciones del alcance de la bater´ıa, se propone una te´cnica heur´ıstica formulada en cuatro
fases, llamada SIGALNS, para resolver el problema. Una publicacio´n reciente con conclusiones
interesantes y perspectivas de investigacio´n para el VRPB, incluidos modelos, algoritmos
exactos y heur´ısticos, variantes, aplicaciones comerciales y estudios de casos, se presentan en
[15], adema´s identifican que uno de los problemas a estudiar esta´ relacionado con los vehiculos
ele´ctricos y el VRPB. Goeke y Schneider en [27], proponen el problema de enrutamiento de
veh´ıculos ele´ctricos con ventana de tiempo y flota mixta (’Electric vehicle Routig Problem
With Time Windows and Mixed Fleet’-EVRPTWMF) para optimizar el ruteo de una flota
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mixta de veh´ıculos ele´ctricos comerciales (ECV) que asumen que el consumo de energ´ıa es
una funcio´n lineal de la distancia recorrida y los tiempos de recarga en las estaciones pueden
ser descritas mediante ventanas de tiempo. Arias et al. en 2017 [10], presentan un enfoque
probabil´ıstico para la carga o´ptima de veh´ıculos ele´ctricos en sistemas de distribucio´n, donde
los costos de la demanda y las pe´rdidas de energ´ıa en el sistema se minimizan, la metodolog´ıa
se someten a un conjunto de restricciones que consideran las caracter´ısticas inteligente de la
carga del VE y aspectos operativos de la red ele´ctrica. Los costos de los camiones de reparto
ele´ctricos son comparadas con los camiones diesel convencionales por Feng y Figliozzi [28],
y desarrollan un modelo que integra las restricciones de ruta, los perfiles de velocidad, el
consumo de energ´ıa y los costos de propiedad de los veh´ıculos. Los problemas asociados a
la ubicacio´n de la estacio´n de carga son presentados por Schiffer y Walther [29], en donde
evalu´an una funcio´n objetivo teniendo en cuenta minimizar no solo la distancia recorrida,
sino tambie´n la cantidad de veh´ıculos necesarios y el nu´mero de estaciones de carga, as´ı como
los costos totales.
Mu´ltiples trabajos se han realizado en relacio´n a los Veh´ıculos ele´ctricos y su impacto
en el sistema de distribucio´n Local (SDL), abordando estudios de estabilidad, cargabilidad,
electro´nica de potencia, calidad de la energ´ıa, distorsio´n de onda de tensio´n, pero estos
problemas son producto de la mal ubicacio´n y dimensionamiento de las estaciones de carga.
J. Sanchez en [30], realiza un modelo matema´tico para el problema integrado de ubicacio´n
optima de estaciones de intercambio de bater´ıas, ruteo de veh´ıculos y reduccio´n de pe´rdidas
de energ´ıa en el SDL, ellos utilizan 4 sistemas de pruebas, a trave´s de una solucio´n acoplada
y desacoplada, verifican adema´s que las pe´rdidas en el sistema tienen un gran efecto en la
resolucio´n del problema de ruteo, lo anterior hace que las estaciones de intercambio sean
ubicadas en el lugar ma´s cercano a la subestacio´n. Franco et.al en 2014 [31], proponen un
modelo de programacio´n no lineal para representar el problema de recarga de veh´ıculos
ele´ctricos h´ıbridos en sistema de distribucio´n, permitiendo disminuir las perdidas en e´ste.
Musio et.al en [32], presentan un me´todo para la determinacio´n del perfil de carga de
veh´ıculos ele´ctricos (EVs) adecuado para micro redes, con un principal objetivo de realizar
una estrategia de control para definir un o´ptimo perfil de carga con el fin de aumentar la
autonomı´a de la micro red, dicho objetivo lo lograron por medio de teor´ıa de control o´ptimo.
Xu y Chung en [33] proponen una mejora en la fiabilidad de los sistemas de distribucio´n
mediante la incorporacio´n de veh´ıculos ele´ctricos y su contribucio´n en diferentes modelos de
funcionamiento, proponiendo 2 topolog´ıas de carga, centralizada y dispersa. En el contexto
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de garantizar la operacio´n del SDL minimizando pe´rdidas de energ´ıa, Franco et al en [34]
presenta un modelo lineal de planeamiento de la expansio´n en sistemas de distribucio´n
radiales, ubicando y repotenciando subestacio´nes y conductores a lo largo de las etapas
de planeamiento, manteniendo un buen funcionamiento del sistema en operacio´n normal,
garantizando limites de tensio´n, cargabilidad y pe´rdidas mı´nimas. Shi et al. en [35] estudian
un modelo integrado del enrutamiento y carga de VEs teniendo en cuenta la congestio´n de
la red de energ´ıa y de tra´fico en donde se realiza el estudio.
1.5. Principales resultados
Los principales resultados y contribuciones de este trabajo de grado son los siguientes:
Se presenta un modelo multiobjetivo que formula el conflicto entre dos operadores:
transporte y compan˜´ıas de distribucio´n de energ´ıa, que tiene como objetivo encontrar
un conjunto de soluciones o´ptimas (Frente de pareto) que minimice las pe´rdidas de
energ´ıa en el SDL y los costos operativos del VRPB con una flota exclusiva de VEs,
utilizando la metodolog´ıa de ξ − constraint.
El problema es modelado con una formulacio´n lineal entera mixta (MILP),
aprovechando la topolog´ıa radial de los tipos de rutas, para eliminar las posibilidades
de creacio´n de subtours.
Se aprovecha el problema del VRPB desde otro punto de vista, considerando un
conjunto de nuevas restricciones de radialidad, aprovechando los recorridos a los clientes
de retorno y entrega, basados en una generalizacio´n del OVRP.
Se propone un dateset basado en instancias construidas para el VRPB y nuevos sistemas
de distribucio´n de prueba para futuros estudios.
1.6. Estructura del trabajo de grado
El trabajo de grado esta organizado de la siguiente forma. En el Capitulo 2, se presenta
definiciones importantes acerca del ruteo de veh´ıculos ele´ctricos, operacio´n de la red, modelo
utilizado para el flujo de carga y linealizacio´n de e´ste, optimizacio´n matema´tica multiobjetivo
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y modelamiento matema´tico. En el Capitulo 3 se presenta las condiciones del modelo
propuesto y su estructura matema´tica, posteriormente en el Capitulo 4 se presentan los
resultados computacionales para algunas instancias del VRPB y sistemas de distribucio´n de
la literatura especializada. Finalmente, se presentan las conclusiones y trabajo futuro en el
Capitulo 5.
Cap´ıtulo 2
Marco teo´rico
2.1. Veh´ıculos ele´ctricos
Los veh´ıculos ele´ctricos (VEs) resurgen para suplir las necesidades de transporte y al
mismo tiempo reducir la contaminacio´n causada por el uso de combustibles fo´siles ante la
necesidad urgente de utilizar los recursos de manera sostenible. Contrario a los veh´ıculos de
combustio´n interna, los VEs ayudan con la disminucio´n de emisiones de CO2 y ofrecen otras
ventajas: consumo eficiente de energ´ıa dado que no consumen energ´ıa mientras permanecen
quietos (en sema´foros o trancones) y recuperan energ´ıa mientras se descienden pendientes;
disminucio´n de los costos de mantenimiento debido a que no necesitan cambio de aceite,
cambio de filtros ni desgaste de piezas como correas de distribucio´n y otros accesorios;
disminucio´n del costo por km recorrido debido al bajo costo de la electricidad con respecto a
los combustibles fo´siles; disminucio´n de contaminacio´n auditiva [36], adema´s de la capacidad
que tienen estos veh´ıculos para almacenar energ´ıa de la red ele´ctrica e incluso devolverle
excedentes [37]. Sin embargo, el principal inconveniente que han tenido estos veh´ıculos a lo
largo de la historia, desde su primera aparicio´n entre 1832 y 1839 [38] son las limitaciones
en el almacenamiento de energ´ıa. Aunque las bater´ıas recargables aparecen en el an˜o 1880
como solucio´n a este problema, el peso, la duracio´n de carga (autonomı´a) y los altos costos
detuvieron la masificacio´n de los veh´ıculos ele´ctricos por muchos an˜os, de modo que se ha
hecho necesario desarrollar nuevas tecnolog´ıas en bater´ıas [39].
Los para´metros que se tienen en cuenta para el uso de bater´ıas en veh´ıculos ele´ctricos son
esencialmente: la densidad de potencia que va relacionada con la autonomı´a que tendra´ el
12
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veh´ıculo, la potencia, eficiencia, costo y ciclo de vida. Las bater´ıas de Ion de Litio son hasta
el momento las ma´s utilizadas dada a su alta densidad de energ´ıa, larga vida u´til y seguridad
en comparacio´n con otros tipos de bater´ıa [40, 41, 42]. Actualmente la autonomı´a de los VE
no supera los 250 km y varios estudios resaltan que los VE debera´n tener 400 km o ma´s de
autonomı´a para una mayor penetracio´n en el mercado [36].
La mayor´ıa de los veh´ıculos ele´ctricos comerciales se conectan a la red para cargar sus
bater´ıas por medio de cargadores enchufables, sin embargo, se han desarrollado otros modos
de carga mediante transferencia de energ´ıa inductiva (IPT) [40], sistema de transferencia de
potencia inala´mbrico capacitivo [43]. Existen diferentes ventajas y desventajas de los me´todos
de carga existentes: como los conectores y la carga inala´mbrica, y las estaciones de intercambio
de bater´ıas. El me´todo de carga con conectores permite usar carga lenta, ra´pida y muy ra´pida,
presenta alta eficiencia en la recarga con conexio´n directa y se puede acceder a este tipo de
carga en varios lugares, sin embargo no hay una estandarizacio´n en los conectores y se deben
implementar restricciones al acceso a la red ele´ctrica; la recarga inala´mbrica es otro me´todo
de carga en el cual no es necesario contar con un conector ya que la transferencia de energ´ıa
se realiza a trave´s de induccio´n magne´tica, por lo cual se puede considerar la posibilidad
de cargar el veh´ıculo en movimiento, sobre suelo mojado, arena, polvo o nieve y se elimina
el problema de estandarizacio´n de conectores sin embargo, este tipo de sistemas presentan
mayor complejidad en la ubicacio´n del transmisor (bobina conectada a la red) y el receptor
(bobina en el veh´ıculo), no esta´n muy desarrollados por lo cual existen pocos modelos de VE
listos para la recarga de induccio´n y tienen mayor costo de implementacio´n que los sistemas
de conectores. El sistema de intercambio de bater´ıas permite obtener el 100 % de capacidad
de bater´ıa en menos de un minuto dado que consiste en el alquiler de bater´ıas, el conductor no
tiene que salir del veh´ıculo, el usuario no es responsable de la vida u´til y fallas de la bater´ıa,
y las bater´ıas almacenadas en estaciones pueden participar en la iniciativa V2G (Vehicle to
Grid: del veh´ıculo a la red), los principales inconvenientes que tiene son el alto costo que tiene
la implementacio´n de este tipo de estaciones de recarga, la no estandarizacio´n de modelos
de bater´ıas en VE y el costo del alquiler de bater´ıa puede ser mayor que el costo de usar
combustibles fo´siles en los veh´ıculos convencionales con motor de combustio´n [36].
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2.2. Ruteo de veh´ıculos
Las empresas de distribucio´n de bienes tienen como objetivo ofrecer un servicio o´ptimo,
este consiste en realizar las entregas de manera eficiente y de calidad, con los costos de
operacio´n ma´s bajos posibles. Los costos de operacio´n esta´n asociados a la mano de obra,
costos de utilizacio´n de veh´ıculos, entre otros. Algunas empresas ven el tiempo como un
factor monetario, cuando se debe cumplir con la entrega o colecta de un bien en una franja
de tiempo determinado. Otros ven la necesidad de que la programacio´n de las rutas de cada
veh´ıculo sea lo ma´s equitativa posible en cuanto a la capacidad de carga del veh´ıculo. Por tal
motivo algunas empresas invierten en softwares o investigaciones que conlleven a planificar
las mejores estrategias de operacio´n de su sistema. Un gran nu´mero de aplicaciones del
mundo real, tanto en Norte Ame´rica como en Europa, han demostrado ampliamente que el
uso de procedimientos informa´ticos para la planificacio´n del proceso de distribucio´n produce
un ahorro sustancial (estimado entre el 5 % y el 20 %) en los costos globales de transporte
[12]. Una disminucio´n de los costos de operacio´n en los problemas reales, se traduce en un
aumento del beneficio de la empresa o en una disminucio´n de los costos finales del producto.
La investigacio´n de operaciones busca optimizar el beneficio de las empresas distribuidoras,
valie´ndose de modelos matema´ticos que describen el proceso que se desea mejorar, basados
en un objetivo previamente definido. Estos modelos posteriormente son resueltos mediante
te´cnicas exactas, metaheur´ısticas y te´cnicas h´ıbridas conocidas como matheur´ısticas.
El problema de ruteo de veh´ıculos VRP, es una formulacio´n del tipo lineal entero mixto.
El uso de te´cnicas exactas en este tipo de problemas esta´ restricto a la complejidad del modelo
matema´tico que lo describe, como por ejemplo, el nu´mero de variables discretas o el nu´mero
de restricciones. Estos problemas generan una explosio´n combinatorial que se refleja en los
altos tiempos de co´mputo para obtener la solucio´n o´ptima global, adicionalmente dichos
tiempos crecen exponencialmente con el taman˜o del problema, razo´n por la cual, en te´rminos
de la complejidad computacional se clasifica dentro de la categor´ıa NP-complejo.
Las variables involucradas en el problema del VRP pueden ser: tiempo, nu´mero de
veh´ıculos, naturaleza de los veh´ıculos quiere decir homoge´neos o heteroge´neos, tiempo,
nu´mero de depo´sitos, localizacio´n geogra´fica, demanda de los clientes, costo de transporte.
Aqu´ı interesan el estudio de 2 problemas en particular, el principal es el VRPB pero el modelo
se realiza basado en los estudios hechos para el OVRP.
CAPI´TULO 2. MARCO TEO´RICO 15
2.2.1. OVRP
Es aquel caso en donde la compan˜´ıa de entrega de bienes no tiene su propia flota de
veh´ıculos o su flota privada era inadecuada para satisfacer la demanda de los clientes. Por lo
tanto, contratistas que no eran empleados de la empresa de distribucio´n usaban sus propios
veh´ıculos para realizar la entrega, en este caso, los veh´ıculos no requieren volver al depo´sito
despue´s de sus rutas de entrega porque la compan˜´ıa fue so´lo contratada para atender hasta
el ultimo cliente de la ruta . En consecuencia, el objetivo del OVRP es disen˜ar un conjunto
de caminos Hamiltonianos que satisfagan la demanda de los clientes. En la Figura 2.1 se
presenta la solucio´n o´ptima del OVRP para 30 clientes, en cada nodo el limite superior
indica la necesidad de mercanc´ıa y el inferior el indice del nodo. En la practica, el OVRP
representa situaciones como las enuncia [1]: entrega a domicilio de paquetes y perio´dicos,
ruta del bus de una escuela, rutas de minas de carbo´n, transporte de residuos peligrosos.
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Figura 2.1: Ejemplo de OVRP, solucio´n optima para 30 clientes.
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2.2.2. VRPB
El VRPB (Vehicle routing problem with backhauls) ha sido definido en la literatura [12, 3,
17] y puede ser establecido como el problema de determinar un grupo de rutas de veh´ıculos
que visite todos los clientes que esta´n divididos en 2 subconjuntos. El primer subconjunto
contiene los ve´rtices de los clientes de entrega, donde hay una cantidad de producto solicitada
por cada cliente. El segundo subconjunto contiene los clientes de recogida de mercanc´ıa, y son
aquellos clientes a los que se les debe recoger mercanc´ıa que requiere ser llevada al deposito.
El objetivo es tener en cuenta las rutas a realizar desde el depo´sito al cliente por una flota
de veh´ıculos homoge´neos con el fin de satisfacer la demanda de los clientes (productos para
ser recogidos o productos a ser entregados), en un orden especifico, primero los clientes de
entrega y despue´s los de retorno. En tal caso, los veh´ıculos han de seguir en primer lugar
los clientes con requisitos de entrega antes de los clientes con requisitos de retorno, dichos
subcojuntos de clientes deben estar unidos mediante un camino, el cual se conoce con el
nombre de enlace.
Para algunas empresas de transporte es fundamental evitar la reorganizacio´n de los
productos dentro de los veh´ıculos en cada punto de entrega. Los retiros y entregas de
mercanc´ıas de manera mezclada o simulta´neamente provoca dificultades, debido a los
reordenamientos de los bienes a bordo, en este caso es necesario recoger y entregar mercanc´ıa
sin importancia de precedencia. En la Figura 2.2 se presenta la solucio´n o´ptima del VRPB
para 40 clientes, en cada nodo el limite superior indica la necesidad de mercanc´ıa y el inferior
el indice del nodo.
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Figura 2.2: Ejemplo de VRPB, Solucio´n optima para 40 clientes.
2.3. Operacio´n del sistema de distribucio´n
Entre muchos de los requisitos que existen para operar un sistema de distribucio´n, la
regulacio´n de tensio´n y cargabilidad en las lineas/subestaciones, son medidas necesarias a
monitoriar. En el primer caso, cuando se exceden los l´ımites de capacidad de corriente en
los elementos de la red, se incrementa la temperatura en e´stos y con ello pueden ocurrir
dan˜os irreversibles que afectan las caracter´ısticas ele´ctricas de los componentes, de modo
se podr´ıan incurrir en costos considerables. Por otro lado, la regulacio´n de tensio´n permite
mantener el suministro de potencia al cliente final dentro de unos limites de tensio´n definidos
garantizando un buen servicio a e´ste, adema´s una buena regulacio´n de tensio´n (poca diferencia
de tensio´n entre 2 nodos) implica menor corriente circulando por las lineas ocasionando
proporcionalmente una disminucio´n de las pe´rdidas de potencia activa.
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Los operadores de la red de distribucio´n buscan disminuir los indicies de perdidas en sus
niveles de tensio´n, realizando diferentes medidas operativas para ajustar dichos valores a los
establecidos por la regulacio´n, ya que un nivel alto de e´stas ocasionan penalizacio´n por parte
del ente regulador, y tiene un crecimiento proporcional al aumento de las pe´rdidas e incurre
en altos costos. Para el caso del sistema ele´ctrico segu´n el co´digo de Red, en condiciones de
operacio´n normal, las tensiones en las barras no deben ser inferiores al 90 % ni superiores al
110 % del valor nominal. La ma´xima transferencia por las l´ıneas se considera como el mı´nimo
valor entre el l´ımite te´rmico de los conductores, ma´xima capacidad de los transformadores
de corriente, el l´ımite de transmisio´n por regulacio´n de voltaje y el l´ımite por estabilidad
transitoria y dina´mica [44].
2.3.1. Modelo de operacio´n de la red de distribucio´n
El objetivo del flujo de carga es determinar el estado de operacio´n en re´gimen permanente
de un sistema ele´ctrico, obteniendo las variables de estado (V,Θ) en todas las barras del
sistema y as´ı poder obtener los flujos de corriente por la linea y finalmente los de potencia
activa y reactiva.
El problema de flujo de carga puede ser modelado mediante un conjunto de ecuaciones
no lineales donde varios algoritmos han sido presentados para su solucio´n tales como ; los
me´todos de flujo de carga de barrido iterativo de Cespedes [45], Shirmohammadi, et al.
en [46], entre otros que se desarrollaron para flujos de carga en transmisio´n y modificados
mediante variantes para el caso de distribucio´n en donde se encuentran redes generalmente
radiales y una relacio´n resistencia reactancia R/X no tan clara como para el caso de sistemas
de transmisio´n en donde se desprecia la resistencia.
Para el modelamiento del flujo de carga en sistemas de distribucio´n se tienen en cuenta
las siguientes consideraciones.
Las demandas en las barras del sistema de distribucio´n se representan mediante
consumo de potencia activa y reactiva constante.
El sistema tiene un ordenamiento nodal.
El sistema es balanceado y representado por su equivalente monofa´sico.
La nomenclatura utilizada en el modelamiento del problema operativo de la red de
distribucio´n se describe a continuacio´n:
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Conjuntos:
N Conjunto de nodos ele´ctricos del sistema de distribucio´n
Ln Conjunto de Lineas del sistema ele´ctrico compuesta por la combinacio´n de todos los
nodos Ln{N1, N2}, donde N1 es el nodo de envio y N2 es el de recibo.
Para´metros:
Umax Tensio´n ma´xima permitida en el sistema
Umin Tensio´n mı´nima permitida en el sistema
Imaxmn Corriente ma´xima permitida por la linea (m,n) ∈ Ln
Rmn Resistencia de la linea (m,n) ∈ Ln
Xmn Reactancia de la linea (m,n) ∈ Ln
Zmn Impedancia de la linea (m,n) ∈ Ln
Variables:
pgn Potencia activa entregada por una subestacio´n en el nodo n ∈ N
qgn Potencia reactiva entregada por una subestacio´n en el nodo n ∈ N
pfmn Potencia activa que fluye por la linea (m,n) ∈ Ln
qfmn Potencia reactiva que fluye por la linea (m,n) ∈ Ln
imn Cuadrado de la corriente que fluye por la linea (m,n) ∈ Ln
um Cuadrado de la tensio´n en el nodo m ∈ N
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mı´n Ω1 =
∑
(m,n) ∈ Ln
Rmn ∗ imn (2.1)
s.t.∑
(m,n)∈Ln
pfmn + p
g
n = p
d
n +
∑
(n,k)∈Ln
(pfnk +Rnk ∗ ink) ∀n ∈ N (2.2)∑
(m,n)∈Ln
qfmn + q
g
n = q
d
n +
∑
(n,k)inLn
(qfnk +Xnk ∗ ink) ∀n ∈ N (2.3)
um − un = 2 ∗ (Rmn ∗ pfmn +Xmn ∗ qfmn) + Z2mn ∗ imn ∀(m,n) ∈ Ln (2.4)
um ∗ imn = (pfmn)2 + (qfmn)2 ∀(m,n) ∈ Ln (2.5)
U2min ≤ un ≤ U2max ∀n ∈ N (2.6)
0 ≤ imn ≤ (Imaxmn )2 ∀(m,n) ∈ Ln (2.7)
0 ≤ pgn ≤ Psn ∀n ∈ N (2.8)
0 ≤ qgn ≤ Qsn ∀n ∈ N (2.9)
(2.10)
EL objetivo del modelo anterior (2.1-2.7) consiste en minimizar el costo de operacio´n
de un sistema de distribucio´n radial asociado a las pe´rdidas de potencia activa por las
lineas (Ln). Las restricciones (2.2) y (2.3) mantienen el balance de potencia activa y reactiva
respectivamente, garantizando que la potencia que fluye por las lineas sea equivalente a la
diferencia entre la potencia generada y demandada en el nodo de llegada n y a la cantidad
que fluye ma´s las pe´rdidas de todas las lineas conectadas a e´ste aguas abajo. La ecuacio´n
(2.4) representa la ca´ıda de tensio´n de los cuadrados de las magnitudes en la linea conectada
entre los nodos (m,n) en funcio´n lineal de la potencia que fluye por la linea y el cuadrado de
la corriente, adema´s, la restriccio´n (2.5) establece la relacio´n entre el flujo de potencia activa
y reactiva con el cuadrado de la magnitud de la corriente y de la tensio´n. Finalmente, los
limites de la tensio´n en los barrajes y las corrientes por las lineas son establecidos por las
restricciones (2.6) y (2.7). Las restricciones (2.8) y (2.9) garantizan que la potencia activa y
reactiva que entrega la subestacio´n, no exceda la capacidad de e´sta.
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2.3.2. Modelo de operacio´n de la red de distribucio´n linealizado
En el modelo no lineal presentado en la anterior seccio´n, se puede observar en la ecuacio´n
(2.5) que a un lado de la expresio´n las variables de potencia activa y reactiva esta´n elevadas
al cuadrado, adema´s al otro lado de la igualdad se multiplica las variables del cuadrado de
la tensio´n y la corriente. Por lo tanto, en esta seccio´n se describe la manera de realizar la
linealizacio´n de dicha expresio´n, propuesta y utilizada por Franco et al. en [34], posteriormente
para realizar estudios de plan de expansio´n es utilizada por Pozos et al. en [47] y probada por
Grisales en [48] para planeacio´n dina´mica de los sitemas de distribucio´n de energ´ıa ele´ctrica
considerando generacio´n distribuida.
Inicialmente, en el producto (um ∗ imn) la tensio´n um puede ser tomada como el valor
promedio entre los limites de la tensio´n o el valor de la tension nominal del sistema (Unom)
obteniendo como resultado la expresio´n lineal (Unom ∗ imn).
El termino de la suma del cuadrado de las sumas de la potencias activa y reactiva,
se linealiza por medio del conjunto de ecuaciones (2.11-2.18), utilizando |Y | bloques de
discretizacio´n. Las ecuaciones 2.12 y 2.13 representan las variables reales (pfmn y q
f
mn) mediante
variables auxiliares positivas, depende del flujo de la potencia e´sta puede ser negativa o´
positiva y sera´ tomada por (p+m,n o´ p
−
mn) respectivamente para el caso de potencia activa y
(q+m,n o´ q
−
mn) en el de potencia reactiva. Las ecuaciones (2.14) y (2.15), garantizan que el
valor absoluto de las variables | pfmn | y | qfmn | sea la suma de las variables de discretizacio´n
(δpmny, δqmny). Finalmente, el valor limite que puede tomar un valor de discretizacio´n es
presentado en las restricciones (2.16) y (2.17), e´ste debe ser menor al valor limite ∆mn
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calculado con los valores nominales de la red en (2.18).
(pfmn)
2 + (qfmn)
2 =
∑
y∈Y
(2 ∗ y − 1) ∗∆mn ∗ (δpmny + δqmny) ∀(m,n) ∈ Ln (2.11)
pfmn = p
+
m,n − p−mn ∀(m,n) ∈ Ln (2.12)
qfmn = q
+
m,n − q−mn ∀(m,n) ∈ Ln (2.13)
p+m,n + p
−
mn =
∑
y∈Y
δpmny ∀(m,n) ∈ Ln, (2.14)
q+m,n + q
−
mn =
∑
y∈Y
δqmny ∀(m,n) ∈ Ln, (2.15)
δpmny ≤ ∆mn ∀(m,n) ∈ Ln, y ∈ Y (2.16)
δqmny ≤ ∆mn ∀(m,n) ∈ Ln, y ∈ Y (2.17)
∆mn =
Imaxmn ∗ Umax
|Y | (2.18)
Por lo tanto, el modelo de operativo que tiene como objetivo la reduccio´n de las perdidas
en las lineas, se presenta a continuacio´n. Este modelo ha sido ampliamente probado en la
literatura y presentan buenos resultados al compararlo con la formulacio´n no lineal [34, 48,
47].
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mı´n Ω1 =
∑
(m,n) ∈ Ln
Rmn ∗ Imn (2.19)
s.t.∑
(m,n)∈Ln
pfmn + p
g
n = p
d
n +
∑
(n,k)∈Ln
(pfnk +Rnk ∗ ink) ∀n ∈ N (2.20)∑
(m,n)∈Ln
qfmn + q
g
n = +
d
n +
∑
(n,k)inLn
(qfnk +Xnk ∗ ink) ∀n ∈ N (2.21)
um − un = 2 ∗ (Rmn ∗ pfmn +Xmn ∗ qfmn) + Z2mn ∗ imn ∀(m,n) ∈ Ln (2.22)
Unom ∗ imn =
∑
y∈Y
(2 ∗ y − 1) ∗∆mn ∗ (δpmny + δqmny) ∀(m,n) ∈ Ln (2.23)
pfmn = p
+
m,n − p−mn ∀(m,n) ∈ Ln (2.24)
qfmn = q
+
m,n − q−mn ∀(m,n) ∈ Ln (2.25)
p+m,n + p
−
mn =
∑
y∈Y
δpmny ∀(m,n) ∈ Ln, (2.26)
q+m,n + q
−
mn =
∑
y∈Y
δqmny ∀(m,n) ∈ Ln, (2.27)
δpmny ≤ ∆mn ∀(m,n) ∈ Ln, y ∈ Y (2.28)
δqmny ≤ ∆mn ∀(m,n) ∈ Ln, y ∈ Y (2.29)
∆mn =
Imaxmn ∗ Umax
|Y | (2.30)∑
n6∈O
pvn = 0 (2.31)
U2min ≤ un ≤ U2max ∀n ∈ N (2.32)
0 ≤ imn ≤ (Imaxmn )2 ∀(m,n) ∈ Ln (2.33)
0 ≤ pgn ≤ Psn ∀n ∈ N (2.34)
0 ≤ qgn ≤ Qsn ∀n ∈ N (2.35)
(2.36)
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2.4. Aspectos ba´sicos de optimizacio´n matema´tica.
La optimizacio´n matema´tica es un proceso espontaneo que se encuentra presente en todas
partes y que hace integral del d´ıa a d´ıa de nuestras vidas al momento de seleccionar la mejor
alternativa entre un conjunto de opciones validas. En las ciencias aplicadas es la bu´squeda
de los valores de un conjunto de variables limitadas que maximizan o minimizan un objetivo,
dicho proceso debe tener los siguientes requisitos:
Te´cnicas de modelamiento matema´tico que permitan representar y simular
adecuadamente el sistema que se optimiza.
Sistemas de co´mputo que realicen los ca´lculos de manera eficiente.
Te´cnicas de solucio´n de los modelos resultantes (me´todos de optimizacio´n).
La Figura 2.3 presenta las diferentes clasificaciones para un problema general de
optimizacio´n.
Figura 2.3: Clasificacio´n de los problemas de optimizacio´n, tomada de [49]
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Algunos analistas describen que el proceso de optimizacio´n de un problema se puede
desarrollar a trave´s de los siguientes seis pasos consecutivo:
Identificar y clarificar el problema
Definir el problema
Formular y construir un modelo matema´tico
Obtener una solucio´n al modelo
Probar el modelo, evaluar la solucio´n, y llevar a cabo un proceso de sensibilidad
Implementar la solucio´n
Los enfoques de solucio´n para resolver problemas de optimizacio´n pueden ser divididos en
2 grupos: (1) te´cnicas de optimizac´ıon cla´sicas (2) Las te´cnicas heuristicas y metaheuristicas
modernas. hay 2 diferencias claras entre estos 2 grupos, se enfrenta el problema de encontrar
la mejor solucio´n y el tiempo computacional. Mientras que el grupo 1 de soluciones, permite
llegar a la mejor solucio´n ya que se basan en te´cnicas matema´ticas puras, llegar a e´sta
puede ser un procedimiento tedioso y de d´ıas, meses o an˜os, dependiendo de la naturaleza
del modelo. El grupo de te´cnicas 2, se basa en te´cnicas bio-inspiradas, permite llegar a una
solucio´n buena, tal vez no la mejor en un tiempo computacional bajo.
2.5. Modelo matema´tico
Un modelo matema´tico representa el desempen˜o y comportamiento de un sistema dado en
te´rminos de ecuaciones matema´ticas, ofreciendo resultado cuantitativos. Las ecuaciones que
gobiernan el sistema pueden ser algebraicas, ecuaciones diferenciales ordinarias y/o parciales,
ecuaciones integrales o combinacio´n de varias de ellas [49].
Una estructura general de un modelo matema´tico puede ser representado como el
siguiente:
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min
x
f(x)
s.a
gi(x) 6 gbi i = 1, 2, . . .m.
hj(x) = hbj j = 1, 2, . . . l.
x > 0
(2.37)
Donde la funcio´n objetivo f es una funcio´n de mu´ltiples variables x = (x1, x2, x3, ..., xn), y
las funciones de restriccio´n gi y hi son funciones generales de las variables x ∈ Rn. Los
valores del lado derecho de las expresiones, gbi y hbj, son valores usualmente conocidos para
problemas deterministas. Las restricciones de no negatividad de las variables, es utilizada
con frecuencia, dado que algunas variables no pueden ser negativas, adema´s es aprovechada
por la mayor´ıa de me´todos de solucio´n.
Las caracter´ısticas generales de un modelo matema´tico son descritas a continuacio´n [49].
Tiene una cantidad de recursos limitados ( normalmente representado al lado derecho
de una ecuacio´n de restriccio´n) se conoce como un para´metro.
Los recursos se utilizan para alguna actividad ( generalmente representada por una
variable de decisio´n ), destinados para producir algo o proporcionar un servicio.
Tiene una serie de maneras alternativas en las que se pueden utilizar los recursos.
Cada actividad en la que se utilizan los recursos tiene un retorno en te´rminos de la
meta establecida, quiere decir, contribuye a la funcio´n objetivo.
La asignacio´n de recursos se restringe generalmente por varias limitaciones (conocidas
como restricciones).
Los supuestos generales para la formulacio´n de un modelo matema´tico pueden ser las
siguientes [49]:
La rentabilidad asignadas a los recursos se pueden medir mediante una unidad comu´n.
Los recursos son utilizados de la mejor manera.
Para los problemas deterministas todos los para´metros son conocidos.
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Las variables de decisio´n son reales, enteras, o una mezcla de ambas.
El modelo propuesto en esta tesis, es un modelo de programacio´n lineal entera mixta,
quiere decir todas las funciones son algebraicas lineales y sus variables son de naturaleza
entera, continua y binaria, por lo tanto, interesa conocer 2 tipos de formulaciones:
Programacio´n lineal y Programacio´n entera. Las te´cnicas se presentan en sus caracter´ısticas
ba´sicas, debido a que no hacen parte del alcance del trabajo plantear nuevas te´cnicas o
modificar las existentes, el enfoque principal es el modelado. Para profundizar ma´s acerca de
las siguientes te´cnicas puede dirigirse a libros cla´sicos [50, 49].
Modelo de Programacio´n Lineal
Son aquellos problemas en el que las variable son asumidas como valores reales (cualquier
nu´mero mayor o igual a cero), y la funcio´n objetivo y todas sus restricciones son funciones
algebraicas lineales [49].
Los supuestos ba´sicos de la programacio´n lineal son:
Certeza: los valores de los para´metros (datos) son conocidos y constantes.
Proporcional: Cualquier funcio´n (objetivo o restriccio´n) es proporcional a el nivel de la
activad (con unidad coherente de medida).
Aditividad: La actividad total es la suma de todas las actividades individuales.
Divisibilidad: las Variables de decisio´n podr´ıan ser reales o enteras.
Nonegatividad: So´lo se permiten valores positivos de las variables.
Para dar solucio´n a problemas de programacio´n lineal, se pueden encontrar tres
metodolog´ıas populares. Estas son : i) El me´todo gra´fico, ii) El me´todo simplex y sus variantes,
iii) El me´todo del punto interior. Los tres me´todos, determinan la solucio´n factible del
problema en uno de los cortes (puntos en comu´n) de las funciones de restriccio´n del problema.
Los cortes en el me´todo gra´fico pueden ser representados por medio de la interseccio´n entre
2 lineas, planos, para el caso de R2 y R3, respectivamente.
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Modelo de Programacio´n Entera
Un problema de programacio´n entera (PE) es una extensio´n del problema general de
programacio´n lineal. Desafortunadamente, los valores continuos no son pra´cticos ni muy
significativos en ciertos tipos de problemas. Por ejemplo, 2.5 lineas de transmisio´n para el
problema de planeamiento de la transmisio´n no pueden ser cuantificados en la realidad.
hay tres tipos de modelos de programacio´n entera [49] :
Entera: Donde todas las variables de decisio´n son enteras.
Entera binaria: Donde todas las variables de decisio´n son binarias (cero o uno)
solamente. En esta situacio´n las variables pueden asumir solo 2 valores, Por ejemplo,
si o no, activo o desactivado.
Entera mixta: las variables pueden ser, enteras, continuas, binarias.
Los problemas de programacio´n lineal entero mixto son dif´ıciles de resolver, esto se debe a
la no continuidad del espacio solucio´n. Por lo tanto, la cantidad de posibilidades de solucio´n
ya no se ubica en los cortes, y hace que esta evaluacio´n sea exhaustiva y crezca en un orden
exponencial de acuerdo al taman˜o del problema. Las soluciones comunes para resolver este
tipo de problemas son : redondear la solucio´n lineal, branch & bound, cutting plane, branch &
cut, entre otros. Sin embargo, redondear es un proceso que puede no garantizar la optimalidad
y entregar soluciones infactibles.
Debido a la complejidad que presentan los modelos de programacio´n entera descrita
anteriormente, se utiliza un valor GAP ( %) que relaciona la diferencia entre la mejor solucio´n
relajando algunas restricciones o variables y la mejor solucio´n encontrada manteniendo la
naturaleza del modelo, por lo tanto, permite cuantificar que tan lejos se esta´ del o´ptimo.
Cuando la solucio´n relajada es equivalente a la mejor solucio´n entera, el GAP ( %) es
equivalente a cero, por lo tanto, se ha encontrado el valor o´ptimo. Generalmente, la solucio´n
en estos problemas se reporta con un valor GAP bajo, quiere decir que no se sabe si la
respuesta es el o´ptimo, pero esta´ cerca de e´ste.
2.5.1. optimizacio´n multiobjetivo
Un problema de optimizacio´n multiobjetivo se plantea al tener un problema
compuesto por diferentes objetivos con soluciones o´ptimas individuales diferentes
CAPI´TULO 2. MARCO TEO´RICO 29
{Ω1(x),Ω2(x), . . . ,Ωm(x)}, donde un objetivo del conjunto no puede ser alcanzado sin la
degradacio´n de otro generando un conflicto. Debido a esto, no se logra encontrar una solucio´n
optima global para este tipo de problemas, por lo tanto, la solucio´n se representa mediante
un conjunto de soluciones de buena calidad entre todos los objetivos del conjunto, las cuales
son llamadas soluciones o´ptimas de Pareto y se representan mediante un Frente O´ptimo de
Pareto.
Matema´ticamente un problema de optimizacio´n multi-objetivo puede ser escrito como:
mı´n {Ω1(x),Ω2(x), . . . ,Ωm(x)} (2.38)
s.t.
h(x) = {h1(x), h2(x), . . . , hm(x)} = 0 (2.39)
g(x) = {g1(x), g2(x), . . . , gm(x)} ≥ 0 (2.40)
(2.41)
Donde x es el vector de decisio´n y Ωi(x) corresponde a cada funcio´n objetivo del problema.
El conjunto de soluciones factibles Θ∗ del modelo descrito en el modelo (2.39-2.41), es definido
como las variables de decisio´n que satisfacen las restricciones de igualdad hi(x) y desigualdad
gi(x). Por lo tanto:
Θ∗ = {x̂ ∈ Θ̂ / gi(x) ≥ 0 ∧ hi(x) = 0} (2.42)
Cualquier punto x en θ∗ define una solucio´n factible. El diagrama del espacio de soluciones
factibles θ∗ es denominada espacio objetivo factible. Este espacio es representado por Z∗ y
es definido como:
Z∗ = {[Ω1(x),Ω2(x), . . . ,Ωm(x)] , x ∈ Θ} (2.43)
Para un conjunto de soluciones, se puede realizar una comparacio´n entre todos los pares
posibles de soluciones en el caso de 2 objetivos y determinar cua´l solucio´n domina a cua´l y,
adema´s, cuales soluciones son no-dominadas.
Optimalidad de Pareto
Para determinar el conjunto de soluciones o´ptimas de pareto, se realiza una comparacio´n
entre todos los pares de soluciones para el caso de 2 objetivos, para determinar cuales
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soluciones son dominadas o´ no dominadas. Finalmente, se obtiene un conjunto de soluciones
que son no dominadas entre s´ı, quiere decir, por lo menos una domina a la otra en uno de
sus objetivos. Por lo tanto, este conjunto tiene las caracteristicas de dominar al resto de
soluciones que no pertenecen a e´l, dicho conjunto se denomina frente de Pareto [51].
En un espacio de soluciones Z, se pueden presentar diferentes conjuntos o´ptimos
de solucio´n o Frentes de Pareto, que depende de los requerimientos en cada objetivo,
correspondientes a maximizar o minimizar e´sta como se presenta en la Figura 2.4. En
cualquier caso, el Frente o´ptimo de Pareto siempre esta compuesto por soluciones ubicadas
en el extremo de la regio´n factible
    ( Ω
1 
) 
 ( Ω
2 
)
 
Max-Max
Max-Min
Min-Min
Min-Max
Z
Figura 2.4: Conjunto o´ptimo de Pareto
Para determinar la dominancia entre 2 soluciones (X1, X2), se dice que la solucio´n X1
domina a X2 si se cumplen los siguientes criterios [52]:
La solucio´n X1 no es peor que X2 en todos los objetivos.
La solucio´n X1 es mejor que X2 en por lo menos un objetivo.
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Diferentes te´cnicas para resolver optimizacio´n multiobjetivo han sido propuestas, entre ellas
[53, 52]:
Solucio´n mediante algoritmo evolutivos (EMO) como el algoritmo gene´tico de
clasificacio´n no dominado (NSGA II), disen˜o de trayectoria de astronave, algoritmos de
manejo de restricciones y medidas de desempen˜o, entre otros.
Me´todos cla´sicos como, suma de pesos ponderados, ξ-Constraint, entre otros.
En esta tesis interesa profundizar en la metodolog´ıa de ξ-Constraint, la cual sera´ utilizada
para resolver el problema planteado en las pro´ximas secciones.
Me´todo de ξ-Constraint
Una de las te´cnicas cla´sicas ma´s utilizadas en la solucio´n de problemas multiobjetivo
propuesta por Haimes et. al en [54], es ξ-constraint, esta permite aliviar las dificultades que
enfrenta el me´todo de suma ponderados frente a los espacios no convexos. El me´todo consiste
en la transformacio´n de un modelo multiobjetivo en uno mono objetivo, haciendo una de
las funciones objetivos como la principal y las restantes se configuran como restricciones de
acuerdo al siguiente modelo descrito en el espacio solucio´n Θ.
mı´n Ω1(x) (2.44)
Ωk(x) ≤ ξk k = 2, . . . ,m (2.45)
x ∈ Θ
Cohon & Markx en [55], muestran que la metodolog´ıa ξconstraint puede ser derivada de las
condiciones de Kuhn-Tucker para problemas multi-objetivo. Adema´s, La variacio´n del valor
ξk, ocasiona soluciones o´ptimas de Pareto segu´n Marley et al. [56] .
Inicalmente, como lo presenta la figura 2.5 se optimiza cada funcio´n objetivo con las
restricciones originales del modelo y cancelando la otra funcio´n objetivo. Lo anterior permite
obtener los puntos extremos del frente de Pareto.
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min Ω
2
(x)
s.a
    θ(x)
min Ω
1
(x)
s.a
    θ(x)
Figura 2.5: Determinacio´n de los puntos extremos
Para determinar los puntos intermedios del frente de Pareto, se escoge una de las 2
funciones objetivo iniciales para representar el problema mono-objetivo (Ω1), la otra funcio´n
objetivo (Ω2) pasa a ser restriccio´n y limitada mediante el valor ξk, y toma como valor inicial
un punto cercano y menor al valor de e´sta que fue obtenido en el paso anterior, como lo
presenta la Figura 2.6.
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min Ω
1
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    Ω
2
(x)
 
≤ ε
k
    θ(x)
Figura 2.6: Determinacio´n de los puntos intermedios
El anterior proceso se realiza de forma consecutiva hasta llegar al otro extremo del
frente de Pareto. El criterio de seleccio´n de la funcio´n objetivo que representa el problema
mono-objetivo, se hace evaluando los recursos computacionales que consume al momento de
ser optimizada cada funcio´n objetivo en la fase 1 para determinar los puntos extremos.
2.5.2. Lenguaje de programacio´n matema´tica (AMPL)
Es un lenguaje de modelamiento matema´tico que describe y resuelve apoyado en un
SOLVER problemas de alto grado de complejidad matema´tica, relacionado con la no
linealidad de las expresiones o la cantidad de restricciones.
La principal ventaja de AMPL es la facilidad de realizar la sintaxis del modelo matema´tico,
ya que coincide con la formulacio´n realizada. Algunos solvers comu´nmente utilizados en
AMPL dependiendo del tipo de problema son:
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Tabla 2.1: Tipos de SOLVER para cada problema de optimizacio´n [57].
SOLVER LP NLP DNLP MILP MINLP
CPLEX x x
GUROBI x x
XPRESS x x
CONOPT x x x
KNITRO x x x x
LOQO x x x
MINOS x x x
SNOPT x x x
BARON x x x x x
LGO x x x
LP:Modelo de programacio´n lineal.
DNLP:Optimizacio´n local con derivadas discontinuas.
NLP:Optimizacio´n de programacio´n no lineal
MILP: Programacion lineal entera mixta.
MINLP: Programacion no lineal entera mixta.
El solver que se utiliza para resolver el problema propuesto, es GUROBI 6.5, dicho
programa computacional tiene las siguientes caracter´ısticas de solucio´n:
Los tipos de problema que soporta son clasificados como, lineales y optimizacio´n
cuadratica convexa en variables continuas y enteras.
Para problemas continuos, el solver usa me´todos como el simplex (primal y dual), punto
interior.
para problemas enteros, se utiliza un branch and bound avanzado con soluciones previas,
heur´ısticas y generadores de cortes.
Entre sus herramientas especiales se destaca, procesamiento paralelo de memoria,
optimizacio´n simultanea, tiene instalaciones especiales para diagnosticar infactibilidad.
Cap´ıtulo 3
Formulacio´n del problema para el
EVRPB SDL
El EVRPB SDL, relaciona la combinacio´n de 3 problemas. El primero, es el ruteo de
veh´ıculos considerando clientes de entrega (CE) y recogida (CR), conocido en la literatura
como VRPB. El segundo, es la insercio´n de veh´ıculos ele´ctricos al problema del VRPB, por
lo tanto es necesario localizar estaciones de recarga (ER) de veh´ıculos ele´ctricos, nombrado
en esta tesis como el EVRPB. Finalmente, se considera la operacio´n del SDL en el EVRPB,
para dar origen al EVRPB SDL.
La versio´n ba´sica del VRPB debe cumplir las siguientes condiciones:
Cada ve´rtice debe ser visitado exactamente una vez por un ruta, quiere decir los ve´rtices
son de grado 2.
Cada ruta inicia y finaliza en el depo´sito.
Cada cliente debe ser atendido completamente en su demanda cuando es visitado.
Todos los clientes son servidos por un u´nico depo´sito.
La capacidad del veh´ıculo nunca puede ser excedida por la demanda en bienes de los
clientes de entrega y los de retorno.
En cada ruta los clientes de entrega precede los clientes de retorno (restriccio´n de
precedencia), quiere decir:
35
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• Una ruta de solo clientes de retorno no es permitida.
• El u´ltimo cliente de entrega de una ruta siempre debe estar conectado con el
depo´sito o´ un cliente de retorno que comienza la ruta de este tipo de clientes.
• El u´ltimo cliente de retorno de una ruta de este tipo, siempre esta´ conectada con
el depo´sito.
Para el problema del EVRPB, en esta tesis se propone que al final de ruta de clientes
de entrega, el veh´ıculo ele´ctrico tenga las siguientes alternativas: i) iniciar la ruta de clientes
de retorno, ii) regresar al depo´sito, iii) recargar la bater´ıa en una estacio´n de recarga en
un periodo de tiempo determinado de acuerdo a los tipos de carga. Adicionalmente, debe
satisfacer las siguientes condiciones:
Una estacio´n de recarga debe ser visitado por una o ma´s rutas, o nunca ser visitado.
Se asume que la capacidad de la bater´ıa es linealmente dependiente a la distancia
recorrida.
Los VEs quedan completamente cargados en el depo´sito y en los puntos de recarga.
Los puntos de recarga son utilizados si se necesitan, con el fin de recargar la bater´ıa de
los VEs al final de la ruta de los clientes de entrega o durante la ruta de los clientes de
retorno.
Las estaciones de recarga (ER) esta´n en una ubicacio´n diferente a los clientes, adema´s
tienen una demanda en bienes equivalente a cero.
En el EVRPB SDL, se supone que los veh´ıculos comienzan su turno laboral a la misma
hora, por lo tanto, si la bater´ıa depende de la distancia recorrida, la recarga se realiza en el
mismo intervalo de tiempo, adema´s, se tienen las siguientes consideraciones:
Se ignoran los costos asociados a planeamiento de la red a largo plazo, so´lo se considera
la operacio´n del sistema.
La red ele´ctrica sentira´ el impacto de la recarga so´lo en un intervalo de tiempo de
acuerdo al modo de carga que se desee aplicar [36].
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Se conoce los posibles puntos de ubicacio´n de estaciones de carga, se supone que el costo
de instalacio´n de e´stas es el mismo, por lo tanto se desprecia del modelo de operacio´n.
La subestacio´n tienen taps que mantienen controlada la tensio´n en 1 pu.
El flujo de carga es monofa´sico, por lo tanto, se considera que las redes son sime´tricas
y sus demandas esta´n balanceadas correctamente.
Las estaciones de carga pueden ser pu´blicas, quiere decir, son de uso privado para los
camiones de las empresa de ruteo y pu´blico en las horas en que no se este´n cargando.
La cargabiidad limite de las lineas y transformadores de la subestacio´n es del 100 %, la
regulacio´n de tensio´n debe estar en el rango de [±10 V ].
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(a) Sin puntos de recarga.
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(b) Puntos de carga en la ruta de retorno.
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(c) Puntos de cargas al fin de la ruta de entrega.
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(d) Solo clientes de entrega.
Figura 3.1: Tipos de rutas para el EVRPB, considerando precedencia.
La Figura 3.1, presenta los 4 diferentes tipos de rutas que puede dar como solucio´n el
EVRPB. i) una ruta en la que no se necesitan estaciones de recarga, tipo VRPB; ii) la estacio´n
de recarga esta´ entre dos CR; iii) La estacio´n de recarga esta´ entre un CE comunicado por un
enlace y un CR; finalmente, se puede presentar el caso en que no se realice visita a clientes
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de retorno, por lo tanto el veh´ıculo debe tener la suficiente carga en la bater´ıa para volver al
depo´sito.
3.1. Nomenclatura
La nomenclatura para los conjuntos, variables y para´metros del modelo propuesto para
el EVRPB SDL es listado a continuacio´n.
Conjuntos:
L Conjunto de clientes de entrega. L = {1, ..., n}.
B Conjunto de clientes de retorno. B = {n+ 1, ..., n+m}.
K Conjunto de puntos de recarga. K = {n+m+ 1, ..., n+m+ k}.
Lo Conjunto de clientes de entrega y el depo´sito Lo = {0} ∪L. Ve´rtice 0 corresponde a
el depo´sito.
Bo Conjunto de clientes de recogida, puntos de recarga y depo´sito. Bo = {0} ∪B ∪K.
Cu Conjunto que unifica todos los clientes y las estaciones de recarga, sin incluir el
depo´sito. Cu = L ∪B ∪K.
V Conjunto de ve´rtices del sistema de transporte V = {0} ∪ Cu.
N Conjunto de nodos ele´ctricos del sistema de distribucio´n
Ln Conjunto de Lineas del sistema ele´ctrico compuesta por la combinacio´n de todos los
nodos LnN1, N1, donde N1 es el nodo de envio´ y N2 es el de recibo.
O Conjunto de nodos ele´ctricos candidatos a ser puntos de carga, es la codificacio´n del
conjunto K en el sistema ele´ctrico |O| = |K|
Para´metros:
Mij Distancia entre los ve´rtices i y j.
Cij Distancia asociada a ir del nodo i al nodo j.
Dj Cantidad de bienes a ser entregada o recogida en el cliente j ∈ Cu.
KL Mı´nimo nu´mero de veh´ıculos necesarios para servir todos lo clientes de entrega.
KB Mı´nimo nu´mero de veh´ıculos necesarios para servir los clientes de retorno.
Q Capacidad en bienes de los veh´ıculos
Emax Capacidad ele´ctrica de los veh´ıculos (ide´nticos).
T Tiempo que dura la recarga del VE
Unom Cuadrado de la tensio´n nominal del sistema
Umax Tensio´n ma´xima permitida en el sistema
Umin Tensio´n mı´nima permitida en el sistema
CAPI´TULO 3. FORMULACIO´N DEL PROBLEMA PARA EL EVRPB SDL 39
Imaxmn Corriente ma´xima permitida por la linea (m,n) ∈ Ln
∆mn Intervalo de discretizacio´n ma´xima
λ Proporcio´n de potencia activa consumida por el veh´ıculo
ϕ Proporcio´n de potencia reactiva consumida por el veh´ıculo ϕ = (1− λ)
Psn Potencia activa ma´xima suministrada por la subestacio´n actual
Qsn Potencia reactiva ma´xima suministrada por la subestacio´n actual
ψi Desfase en cantidad del nodo ele´ctrico O{i} respecto al nodo de transporte K{i}
Rmn Resistencia de la linea (m,n) ∈ Ln
Xmn Reactancia de la linea (m,n) ∈ Ln
Zmn Impedancia de la linea (m,n) ∈ Ln
Φ Relacio´n lineal entre la capacidad en distancia de los vehiculos Emax y la potencia
en W
Variables:
sij Variable binaria que describe la activacio´n del camino entre los ve´rtices i,j ∈ V .
ξij Variable binaria que describe la activacio´n del camino entre los ve´rtices i ∈ L and
j ∈ Bo
lij Variable continua que indica la cantidad de bienes transportado entre los ve´rtices i
and j.
pij Distancia acumulada por el veh´ıculo ele´ctrico desde el depo´sito hasta el arco (i, j).
pLj Variable auxiliar que concentra la distancia del arco (i, j) activo por la variables sij
en el nodoj ∈ L. Igualmente para un (j ∈ L) o un (j ∈ K), se utilizan las
variables pBj y p
K
j , respectivamente.
γi Variable binaria que indica si el nodo i ∈ K esta´ activo como punto de carga.
pvn Demanda consumida por el veh´ıculo en el nodo n ∈ N
pdn Demanda de potencia activa en el nodo n ∈ N
qdn Demanda de potencia reactiva en el nodo n ∈ N
pgn Potencia activa entregada por una subestacio´n en el nodo n ∈ N
qgn Potencia reactiva entregada por una subestacio´n en el nodo n ∈ N
pfmn Potencia activa que fluye por la linea (m,n) ∈ Ln
qfmn Potencia reactiva que fluye por la linea (m,n) ∈ Ln
p+mn Variable auxiliar para obtener p
f
mn
p−mn Variable auxiliar para obtener p
f
mn
q+mn Variable auxiliar para obtener q
f
mn
q−mn Variable auxiliar para obtener q
f
mn
δpmny Variable de discretizacio´n del intervalo y ∈ Y para la variable pfmn
δqmny Variable de discretizacio´n del intervalo y ∈ Y para la variable qfmn
imn Cuadrado de la corriente que fluye por la linea (m,n) ∈ Ln
Um cuadrado de la tensio´n en el nodo m ∈ N
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3.2. Modelo propuesto para el EVRPB SDL.
El EVRPB tiene como objetivo minimizar la distancia total recorrida necesaria para
visitar todos los clientes, dado que esta´ restricto a la capacidad en la bater´ıa ele´ctrica es
necesario ubicar ER que facilitan el recorrido de los veh´ıculos, mediante la recarga de estas.
El EVRPB en esta tesis se define como el siguiente problema teo´rico de grafos: Sea G = (V,A)
un grafo directo, donde V = 0 ∪ Cu es el conjunto de ve´rtices y A es el conjunto de arcos.
El ve´rtice 0 denota el depo´sito y el conjunto de ve´rtices Cu representa los puntos factibles
que el veh´ıculo ele´ctrico puede visitar una vez deja el depo´sito. Estos puntos factibles esta´n
conformados por: el conjunto de n clientes de entrega (CE), definido como el conjunto de
ve´rtices L = {1, 2, . . . , n}, el conjunto de m clientes de retorno (CR), definido como el
conjunto B = {n+ 1, , . . . , n+m}, finalmente el conjunto de k estaciones de recarga (ER),
K = {n+m+ 1, , . . . , n+m+ k}. Se define el conjunto Cu = L∪B∪K, donde cada ve´rtices
j ∈ Cu esta asociado con una demanda positiva de bienes conocida (Dj) para ser entregada o
recogida, considerando que en j ∈ K ⇒ Dj = 0. El depo´sito tiene una cantidad ilimitada de
veh´ıculos ide´nticos con la misma capacidad en mercanc´ıa para transportar carga denotada
como Q, y capacidad ele´ctrica Emax. El mı´nimo nu´mero de veh´ıculos necesarios para atender
los clientes de entrega y retorno, es definido por los para´metros KL y KB respectivamente,
siendo KL el nu´mero ma´ximo para servir los CR.
El modelo del EVRPB es una formulacio´n de flujo de dos-indices que usa dos variables
de decisio´n: sij que toma el valor de 1 si el arco (i, j) ∈ A pertenece a la solucio´n optima y
ξij que toma el valor de 1 si el enlace entre los nodos i ∈ L y j ∈ B0 es usado.
La variable positiva lij esta asociada con el flujo de bienes transportados por el veh´ıculo
a trave´s de los arcos (i, j) ∈ A. Por otro lado, pij , es una variable continua que indica el
estado de carga de la bater´ıa del VE en unidad de distancia, entre los nodos i y j, adema´s,
pLj es una variable auxiliar positiva que representa la distancia entre los nodos (i, j) referido
al nodo j ∈ L cuando el arco sij esta´ activo, igualmente las variables pBj y pKj para los CR
y ER, respectivamente.
En el EVRPB SDL, el SDL es definido mediante un sistema ele´ctrico representado por
un diagrama unifilar H = (N,Ln) donde N son el conjunto de nodos y Ln las lineas que
permiten la conexio´n ele´ctrica del sistema. Las variables de estado que permiten cumplir las 2
primeras leyes de kirchhoff son la tensio´n y la corriente, y son descritas mediante el cuadrado
de dichas variables Um e imn respectivamente, con el fin de mantener la linealidad de la funcio´n
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objetivo que relaciona las pe´rdidas. La potencia activa y reactiva entregada por el alimentador
primario se representan por pgn y q
g
n, que permiten relacionar el consumo de demanda de los
usuarios modelado mediante pdn y q
d
n. Las pe´rdidas de potencia activa asociada al efecto Joule
debido al calentamiento del conductor, son calculadas por medio de la resistencia Rmn de
e´ste, igualmente para las de potencia reactiva mediante Xmn. La potencia consumida por los
VEs pvi (N, V ), es considerada en el balance de potencia, se distribuye en potencia activa y
reactiva utilizando las proporciones λ y ϕ, respectivamente.
La operacio´n del sistema ele´ctrico se debe garantizar mediante los limites de corriente y
tensio´n Imn y Umax respectivamente. La evaluacio´n de la operacio´n del sistema ele´ctrico se
realiza mediante los costos asociados a las pe´rdidas de e´ste. El modelo es de origen lineal
entero mixto (MILP), se utiliza el flujo de carga linealizado propuesto en la metodolog´ıa
descrita por Franco et al. en [34], adema´s, Pozos et al. realiza estudios de plan de expansio´n
utilizando dicha linealizacio´n en [47].
La evaluacio´n de la operacio´n del sistema de transporte que describe la funcio´n objetivo
(Ω1) con un enfoque VRPB y la operacio´n del sistema ele´ctrico descrita por (Ω2), se presenta
mediante el siguiente modelo lineal entero mixto (MILP).
mı´n Ω1 =
∑
i∈V
Cij ∗ sij +
∑
i∈L
j∈Bo
Cij ∗ ξij (3.1)
mı´n Ω2 = T ∗
∑
(m,n) ∈ Ln
Rmn ∗ Imn (3.2)
s.t.∑
i∈Lo
lij −
∑
k∈L
ljk = Dj ∀j ∈ L (3.3)∑
i∈Lo
sij = 1 ∀j ∈ L (3.4)
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k∈Lo
sjk +
∑
k∈Bo
ξjk =
∑
i∈Lo
sij ∀j ∈ L (3.5)
lij ≤ Q ∗ sij ∀i ∈ Lo (3.6)
∀j ∈ L∑
i∈L
s0j ≥ KL (3.7)
pLj =
∑
i∈Lo
Mij ∗ sij ∀j ∈ L (3.8)∑
i∈Lo
pij −
∑
k∈V
pjk = p
L
j ∀j ∈ L (3.9)
pij ≤ Emax ∗ sij ∀i ∈ Lo, ∀j ∈ L (3.10)
pij ≤ Emax ∗ ξij ∀i ∈ L, ∀j ∈ Bo (3.11)
p0j = E
max ∗ s0j ∀j ∈ L (3.12)
pji ≥ Dji ∗ ξji ∀j ∈ L, ∀i ∈ Bo (3.13)∑
i∈B
lij −
∑
k∈Bo
ljk = −Dj ∀j ∈ B (3.14)∑
j∈Bo
sij = 1 ∀i ∈ B (3.15)∑
k∈B
ski +
∑
j∈L
ξji +
∑
m∈K
smi =
∑
j∈Bo
sij ∀i ∈ B (3.16)
lij ≤ Q ∗ sij ∀i ∈ B, ∀j ∈ Bo (3.17)
KB ≤
∑
i∈B
si0 ≤ KL (3.18)∑
i∈B
si0 +
∑
i∈L
ξi0 =
∑
j∈L
s0j (3.19)
pBj =
∑
i∈B
Mijsij +
∑
i∈L
Mijξij +
∑
i∈K
Mijsij ∀j ∈ B (3.20)
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i∈Cu
pij −
∑
k∈Bo
pjk = p
B
j ∀j ∈ B (3.21)
pij ≤ Emax ∗ sij ∀i ∈ B, ∀j ∈ Bo (3.22)
pj0 ≥ Dj0 ∗ sj0 ∀j ∈ B (3.23)∑
k∈B
ski +
∑
j∈L
ξji =
∑
j∈B
sij ∀i ∈ K (3.24)∑
i∈B
lij −
∑
k∈Bo
ljk = 0 ∀j ∈ K (3.25)
pKj =
∑
i∈B
Mij ∗ sij +
∑
i∈L
Mij ∗ ξij ∀j ∈ K (3.26)∑
i∈Cu
pij −
∑
k∈Ko
pjk = p
K
j ∀j ∈ K (3.27)
pij ≤ Emaxsij ∀i ∈ K, ∀j ∈ B (3.28)
γj =
∑
i∈L
Eij +
∑
i∈B
Sij ∀j ∈ K (3.29)
pvi = γi+ψi ∗ Emax ∗ Φ ∀i ∈ O (3.30)∑
(m,n)∈Ln
pfmn + p
g
n = λ ∗ pvn + pdn +
∑
(n,k)∈Ln
(pfnk +Rnk ∗ ink) ∀n ∈ N (3.31)∑
(m,n)∈Ln
qfmn + q
g
n = ϕ ∗ pvn + qdn +
∑
(n,k)inLn
(qfnk +Xnk ∗ ink) ∀n ∈ N (3.32)
um − un = 2 ∗ (Rmn ∗ pfmn +Xmn ∗ qfmn) + Z2mn ∗ imn ∀(m,n) ∈ Ln (3.33)
Unom ∗ imn =
∑
y∈Y
(2 ∗ y − 1) ∗∆mn ∗ (δpmny + δqmny) ∀(m,n) ∈ Ln (3.34)
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pfmn = p
+
m,n − p−mn ∀(m,n) ∈ Ln (3.35)
qfmn = q
+
m,n − q−mn ∀(m,n) ∈ Ln (3.36)
p+m,n + p
−
mn =
∑
y∈Y
δpmny ∀(m,n) ∈ Ln, (3.37)
q+m,n + q
−
mn =
∑
y∈Y
δqmny ∀(m,n) ∈ Ln, (3.38)
δpmny ≤ ∆mn ∀(m,n) ∈ Ln, y ∈ Y (3.39)
δqmny ≤ ∆mn ∀(m,n) ∈ Ln, y ∈ Y (3.40)
∆mn =
Imaxmn ∗ Umax
|Y | (3.41)∑
n6∈O
pvn = 0 (3.42)
U2min ≤ un ≤ U2max ∀n ∈ N (3.43)
0 ≤ imn ≤ (Imaxmn )2 ∀(m,n) ∈ Ln (3.44)
0 ≤ pgn ≤ Psn ∀n ∈ N (3.45)
0 ≤ qgn ≤ Qsn ∀n ∈ N (3.46)
Este modelo matema´tico esta´ compuesto por 2 funciones objetivos (Ω1,Ω2) con un enfoque
multiobjetivo. La funcio´n objetivo (3.1) minimiza la distancia recorrida, esta consiste en dos
terminos. El primero, corresponde a la suma del recorrido total de las rutas usadas para
realizar la entrega y recogida de los productos. El segundo termino relaciona la suma de la
distancia recorrida por la conexio´n de los enlaces que unen los clientes de entrega con los de
retorno, estaciones de carga o el depo´sito.
La segunda funcio´n objetivo (3.2), cuantifica las pe´rdidas de energ´ıa por las lineas del
sistema en el periodo de tiempo (T ) que es la cantidad de horas en las que va a estar
conectado el VE.
El conjunto de restricciones (3.3)-(3.7) permite modelar el OVRP de las rutas conformadas
por los CE, imponiendo los requerimientos de conectividad descritos en la descripcio´n
del VRPB. En la solucio´n o´ptima para el OVRP, cada ruta tiene una configuracio´n de
arborescencia formada por un a´rbol de expansio´n mı´nimo, comenzando desde el depo´sito,
abarcando todos los ve´rtices y terminando en un cliente de este conjunto. En el contexto del
problema de ruteo de veh´ıculos, la condicio´n necesaria para obtener un a´rbol de expansio´n
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mı´nimo es que el nu´mero de arcos sea igual al nu´mero de clientes. Sin embargo, esta restriccio´n
es necesaria pero no suficiente porque puede haber nodos de cliente con un grado mayor que
dos y se pueden obtener soluciones desconectadas.
Un a´rbol de expansio´n se convierte en un subgrafo formado solo por rutas hamiltonianas,
si cada ve´rtice cliente tiene un grado menor o igual a dos. Por lo tanto, otra condicio´n
necesaria esta dada por el conjunto de restricciones de grado (3.4) y (3.5). La restriccio´n de
grado (3.4) impone que solo un arco entre a cada cliente, en consecuencia, la restriccio´n que
impone que solo un arco lo deje es (3.5), es necesario tener las siguientes consideraciones:
i) que de un CE puede salir un enlace hacia un CR o hacia el deposito y ii) que a un CE
puede llegar u´nicamente un arco proveniente de otro CE o del depo´sito. La restriccio´n (3.6)
es un limite superior definido por la capacidad del veh´ıculo para transportar una cantidad
de productos por una ruta de CE, mientras la restriccio´n (3.7) limita la cantidad mı´nima
de veh´ıculos necesarios para atender los CE. Sin embargo, la adicio´n de estas restricciones
de grado en grafos dirigidos puede no representar un a´rbol de expansio´n, porque se puede
obtener uno desconectado.
La adicio´n de la restriccio´n de balance de flujo por cada nodo de cliente evita que se
acumule soluciones desconectadas, ya que se obtiene una solucio´n inviable cuando los bienes
al salir del depo´sito no puede llegar a los CE. Por lo tanto, la restriccio´n reportada en (3.3)
garantiza conectividad de red a trave´s de la restriccio´n de conservacio´n de flujo en cada
CE para que este´n completamente servidos cuando el veh´ıculo los visite. Igualmente, las
restricciones (3.14) y (3.25) garantiza conectividad de red a trave´s del equilibrio del flujo
de demanda por cada CR y punto de carga, respectivamente. Tenga en cuenta que en la
restriccio´n (3.25) la demanda para el CR se considera 0.
De manera similar al conjunto de restricciones (3.3) - (3.7), se establece el conjunto de
restricciones (3.14) -(3.18) para modelar el OVRP para rutas de CR. Tenga en cuenta que la
restriccio´n (3.19) asegura que el nu´mero de arcos que salen del depo´sito es igual al nu´mero
de arcos que llegan al depo´sito. Al comparar las desigualdades (3.19) y (3.7), se puede ver
que el nu´mero de arcos de CE que salen del depo´sito puede ser diferente del nu´mero de arcos
de CR que llegan al depo´sito. Este caso ocurre cuando hay enlaces de unio´n entre una ruta
de CE y el depo´sito, adema´s el para´metro KL limita la cantidad de veh´ıculos necesarios para
atender los CR.
Las restricciones necesarias para cuantificar la distancia recorrida por las rutas de los CE,
se desciben mediante el conjunto (3.8)- (3.13), representando las limitaciones de los VE de
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acuerdo a la capacidad de la bater´ıa ele´ctrica que es proporcional a la distancia recorrida. Las
restricciones (3.8) y (3.9) garantizan el cumplimiento de la restriccio´n de balance de distancia
en una ruta de CE, que es necesaria para el ca´lculo de la distancia acumulada en el momento
de la aproximacio´n de cada arco (i, j) de la solucio´n o´ptima, esta´s ecuaciones se plantean de
manera similar al balance de flujo de demanda, pero para este caso sera´ un balance de flujo
de distancia, quiere decir, en cada nodo (j ∈ L) se concentra la distancia del arco activo sij
en pLj haciendo analog´ıa con el para´metro Dj, y por medio de un balance con la variable pij
se garantiza que dicha variable acumule la distancia, parecido como lo realiza la variable lij.
De forma similar, las restricciones (3.20) y (3.21) garantizan el cumplimiento de la restriccio´n
de balance de distancia en una ruta de CR, (3.26) y (3.27) hacen lo mismo para el conjunto
de ve´rtices que son ER.
Las restricciones (3.10) y (3.11) aseguran que cuando se cruza un arco entre CE o
por medio de un enlace, respectivamente, no se excede la capacidad ma´xima de la bater´ıa
del veh´ıculo, en te´rminos de distancia. De forma similar, laa restriccio´n (3.22) verifica el
cumplimiento de esta misma restriccio´n de capacidad ele´ctrica cuando se cruza un arco entre
CRs y que salga completamente cargado al visitar una estacio´n de carga lo garantiza la
ecuacio´n (3.28).
La ecuacio´n (3.12) asegura que el VE salga del depo´sito con la bater´ıa completamente
cargada. El retorno al depo´sito siempre se realiza a trave´s de un enlace o un arco que sale de
un CR. Por lo tanto, la restriccio´n (3.13) asegura que la carga de la bater´ıa es suficiente para
regresar al depo´sito a trave´s de un enlace. La restriccio´n (3.23) realiza esta misma verificacio´n
cuando se devuelve al depo´sito a trave´s de un arco compuesto por CR.
La ecuacio´n (3.24) impone que exactamente un arco deja cada ER usada, considerando
dos situaciones: i) que un arco de un CE o CR puede llegar a un ER y ii) que desde una ER
un arco solo puede ser conectado a un CR. El retorno directo de una ER al depo´sito no esta´
permitido ya que el objetivo es aprovechar la carga total del VE para realizar una ruta de
CR y no para regresar al depo´sito. Tenga en cuenta que esta restriccio´n es similar a (3.16),
que impone que exactamente cada arco sale de cada CR visitado. En la restriccio´n (3.16)
se consideran dos situaciones: i) que un arco que llega a un CR solo puede provenir de otro
CR, de un enlace que deja un CE o de una ER, y ii) que un arco desde un CR solo se puede
conectar a otro CR o al depo´sito.
En la restriccio´n (3.29), γj funciona como una variable que reconoce cuales estaciones de
carga fueron visitadas, permite realizar un mapeo entre los nodos del sistema ele´ctrico y los
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ve´rtices del sistema de transporte.
Las restricciones que representan la operacio´n del sistema ele´ctrico es representado
mediante el conjunto (3.30)- (3.45). La restriccio´n (3.30) se enlaza con (3.29), permitiendo
hacer un mapeo de los nodos f´ısicos (j ∈ K) almacenados en la variable γj, a los nodos
ele´ctricos (i ∈ O), para ser reconocidos como puntos de demanda de veh´ıculos con valor
(Φ ∗ Emax[W ]), en el sistema ele´ctrico, se denota Φ como una para´metro que relaciona
las unidades de distancia con las de potencia de la bater´ıa. Para mantener el balance de
potencia activa y reactiva en cada nodo n ∈ N , las restricciones (3.31) y (3.32) lo modelan
respectivamente, teniendo en cuenta aquella que es generada, que sale por las lineas y es
demandada en cada nodo. Note en ambas restricciones que el consumo pvn de los veh´ıculos
es distribuido mediante el factor λ de acuerdo a la cantidad de potencia activa y reactiva
necesaria para ser atendida.
La restriccio´n (3.33), representa la ca´ıda de tensio´n de los cuadrados de las magnitudes
en la linea conectada entre los nodos (m,n) en funcio´n lineal de la potencia que fluye por las
linea y el cuadrado de la corriente, por otro lado, el conjunto de restricciones (3.34)-(3.41) es
la linealizacio´n mediante intervalos de discretizacio´n de la expresio´n que relaciona el cuadrado
de la potencia aparente con la suma de los cuadrados de la potencia activa y reactiva, dicha
linealizacio´n puede ser profundizada en [34]. En la expresio´n (3.34) la variable (Unom), es
valida siempre y cuando las ca´ıdas de tensio´n permitidas sean pequen˜as, como la regulacio´n
de los pa´ıses lo exige, la relacio´n del lado derecho de la ecuacio´n, representa la suma de
(pfmn)
2 + (qfmn)
2.
En el conjunto de restricciones (3.35)-(3.36), se representan las variables reales (pfmn y
qfmn) mediante variables auxiliares positivas, dependiendo del flujo de potencia e´sta puede
ser negativa o´ positiva y sera´ tomada por (p+m,n o´ p
−
mn) para el caso de potencia activa y
(q+m,n o´ q
−
mn) en el de potencia reactiva. Las restricciones (3.37) y (3.38), garantizan que el
valor absoluto de las variables | pfmn | y | qfmn | sea la suma de las variables de discretizacio´n,
adema´s, Los limites de las variables de discretizacio´n vienen definidos por las restricciones
(3.39) y (3.40), para la potencia activa y reactiva respectivamente. El para´metro ∆mn es
calculado mediante la ecuacio´n (3.41), que relaciona los para´metros nominales del sistema
con la cantidad de discretizaciones |Y |.
Finalmente la restriccio´n (3.42), garantiza que los u´nicos nodos que entreguen potencia
al veh´ıculo ele´ctrico sean los seleccionados en el conjunto O y el conjunto de restricciones
(3.43)-(3.46), permiten la operacio´n normal del sistema respecto a corrientes ma´ximas
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permitidas por cada linea, regulacio´n de tensio´n y capacidad de las subestacio´n.
Cap´ıtulo 4
Resultados computacionales
El modelo propuesto corresponde a un formulacio´n lineal entera mixta, implementada
en AMPL [57] y resuelta con GUROBI 6.5 (llamado con GAP o´ptimo igual a 0 %), con un
tiempo limite de 14400 segundos, en un computador intel core i5-4210 2,4 Ghz, 4 GB de
RAM.
Dos sistemas de prueba son usados con el fin de evaluar el comportamiento del modelo ante
diferentes caracteristicas del sistema de distribucio´n. Adema´s se utilizan algunas instancias
del conjunto denotado como GJ dataset, propuesta por [17], e´stas permanecen iguales, solo
se anexa el conjunto de estaciones de carga K.
La metodolog´ıa propuesta se implementa en el sistema de distribucio´n de prueba
modificado en demanda de 31 nodos de la Figura 4.1 [58] y de 16 nodos presentado en la figura
4.2 [59], ambos sistemas son de tension nominal equivalente a 23 kV. En las Tablas 4.1 y 4.2,
se presentan las demandas concentrada en cada barraje para los sistemas de distribucio´n de
prueba.
49
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Figura 4.1: Sistema de distribucio´n de prueba
de 31 nodos 23 kV
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Figura 4.2: Sistema de distribucio´n de prueba
de 16 nodos 23 kV
Tabla 4.1: Demanda de sistema de prueba de
31 nodos 23 kV
Nodo P (MW) Q (MVAr)
2 6 60
3 5 40
4 5 0
5 3 30
6 7 20
8 4 1.2
9 2.6 20
10 3.5 2
11 2 1.4
12 1 1
13 3 0.6
15 7 1.4
16 2.5 1.4
17 2 1.6
18 6 40
19 3 40
21 7 1.8
22 1 0.8
23 3 1.5
26 3 1.6
28 6 2.9
31 6 1.8
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Tabla 4.2: Demanda de sistema de prueba de 16 nodos 23 kV
Nodo P (MW) Q (MVAr)
1 0 0
2 0 0
3 0 0
4 2 1,6
5 3 0,4
6 2 -0,4
7 1,5 1,2
8 4 2,7
9 5 1,8
10 1 0,9
11 0,6 -0,4
12 4,5 -1,7
13 1 0,9
14 1 -1,1
15 1 0,9
16 2,1 -0,8
Los sistemas de distribucio´n tienen pe´rdidas en la red de (0.4101-0.5347) MW al ser
resueltos con el modelo linealizado propuesto en la seccio´n 2.3.2 para el caso de 31 y 16 nodos
respectivamente. Los resultados son comparados utilizando el software comercial DigSilent
Power Factory, encontrando un valor de pe´rdidas de (0.3994-0.5202) MW, obteniendo un
error ( %) de (2.6 - 2.72), respectivamente. La relacio´n de potencia/distancia (Φ) son iguales
a Φ = 15 y Φ = 10, para ambos sistemas, por otro lado, se incluyen valores limites de
cargabilidad de las lineas de la red en un valor aleatorio entre (1.5-3) veces la corriente
nominal a demanda en operacio´n normal sin considerar VEs. En el flujo de carga, se considera
que la demanda de los veh´ıculos atendida por el sistema de distribucio´n es solamente potencia
activa (λ = 1). El tiempo de carga de los VEs (T ) es de 1 y 3 horas para el sistema de 16 y
33 nodos, respectivamente.
El frente de Pareto mostrado en la Figura 4.3, presenta la solucio´n para la instancia B3
utilizando el sistema de prueba de 3 alimentadores 16 nodos. El valor de NR, son los nodos
de recarga que selecciona el sistema de distribucio´n para proporcionar energ´ıa a las ER del
sistema de transporte. En las Figuras (4.4-4.7) se puede observar los puntos que conforman el
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frente de Pareto o´ptimo para dicha instancia, las figuras son ordenadas desde la (a) hasta la
(d) especificando cada punto. La Figura 4.4, que corresponde al o´ptimo visto desde la funcio´n
objetivo que representa el problema del VRPB, se observa la visita a 2 estaciones de recarga
(encerradas en circulo rojo) ubicadas en el sistema de distribucio´n en los nodos (NR=[5-12])
que corresponden a los ve´rtices del sistema de transporte (ER=[32-36]) respectivamente, para
este caso, el sistema de distribucio´n esta en su peor valor de funcio´n objetivo visto desde el
lado de la pe´rdidas, ya que los 2 puntos de recarga esta´n lejanos de la subestacio´n y e´stas
crecen a 0.5699 MWh ocasionado un incremento de 6.7 % respecto al valor base.
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Figura 4.3: Frente de Pareto O´ptimo para la Instancia B3 sistema de 16 nodos
Para los punto (b) y (c) del frente de Pareto, presentados en las Figuras (4.5-4.6), los
puntos de carga esta´n ma´s cercanos a la subestacio´n pero se utilizan ma´s rutas para poder
cumplir el ruteo, esto ocasiona un aumento en la funcio´n objetivo que relaciona el problema
del VRPB.
Finalmente, se puede observar el otro punto extremo del frente en donde se encuentra
una ruta en la que no es necesario utilizar puntos de recarga. Por lo tanto, el valor de la
funcio´n objetivo que relaciona el VRPB es alto, pero las pe´rdidas del sistema se mantienen
en su valor nominal (ver Figura 4.7).
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Figura 4.4: Solucio´n (a) del Frente de Pareto O´ptimo
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Figura 4.5: Solucio´n (b) del Frente de Pareto O´ptimo
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Figura 4.6: Solucio´n (c) del Frente de Pareto O´ptimo
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Figura 4.7: Solucio´n (d) del Frente de Pareto O´ptimo
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En las tablas (4.4-4.5) se presentan los resultados computaciones para los 2 sistemas de
prueba, se incluye los Frentes de Pareto o´ptimos para cada una de las instancias seleccionadas
del dataset GJ dataset del VRPB. Los para´metros utilizados y la mejor solucio´n reportada
para el VRPB por [17] de cada una, es mostrada en la Tabla 4.3. Las anteriores instancias
son modificadas con nuevos ve´rtices que representan la cantidad de puntos de carga (k), el
para´metro de capacidad de la bater´ıa seleccionado Emax. Se presenta el valor de las funciones
objetivos (Ω1 y Ω2) que representan las pe´rdidas en red y distancia recorrida respectivamente,
las estaciones de recarga (ER) visitadas en la evaluacio´n de cada punto del frente y su
respectivo mapeo a los nodos de recarga del sistema de distribucio´n (NR), el tiempo de
ejecucio´n (Tiempo) en segundos y el GAP ( %) resultante despue´s de ejecutar el software
durante 14400 segundos.
Tabla 4.3: Solucio´n para del VRPB para las instancias utilizadas tomada de [17]
Inst n m k VRPB Emax
A1 20 5 8 229886 32000
A2 20 5 7 180119 35000
B2 20 10 6 198048 30000
B3 20 10 7 169372 45000
C2 20 20 7 215020 34000
C3 20 20 7 199346 30000
C4 20 20 8 195366 35000
D2 30 8 8 316709 38000
D3 30 8 6 239479 35000
E3 30 15 8 206659 40000
Al compararse los resultados para cada instancia y los dos sistemas de distribucio´n, se
observa que so´lo se mantiene el o´ptimo visto desde el lado de la funcio´n objetivo de ruteo
(Ω2), esto es debido a que la instancia es la misma y las restricciones del problema de flujo
de carga al resolver el problema mono-objetivo no son violadas. Generalmente, el conjunto
de soluciones que conforman el frente de Pareto cambia, esto se puede dar por 2 razones.
Primero, se debe a la topolog´ıa del sistema de distribucio´n, un ejemplo claro es la instancia
A1; como se puede observar para el sistema de 16 nodos en todos los puntos aparece al menos
una de las estaciones de carga que hacen parte de la solucio´n, pero para el sistema de 33
la estacio´n ubicada en el nodo ele´ctrico (9) insiste en ser la solucio´n porque es buena vista
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desde la operacio´n del sistema de distribucio´n y no tan mala desde el de ruteo. La segunda, se
debe a la dificultad en solucionar algunas instancias, por lo tanto quedan algunas soluciones
con GAP ( %) generalmente entre los puntos intermedios del Frente de Pareto, lo que puede
significar que converja a un punto ya conocido.
En la Tabla 4.4, la instancia A2, presenta una particularidad, y se puede asociar aun bajo
conflicto entre las dos funciones objetivos, ya que el ruteo se logra reducir hasta un valor
de 203644 utilizando solo una estacio´n de carga, quiere decir, los veh´ıculos tienen capacidad
suficiente y no necesitan del sistema ele´ctrico para realizar recarga en ma´s de 1 estacio´n,
ademas si se observa la Tabla 4, para la misma instancia, se comprueba que aparece un
tercer punto (con gap de 1.2 %), pero es altamente probable que en un mayor tiempo de
ejecucio´n dicho punto tome como valor de las funciones objetivo uno de los 2 extremos del
Frente de Pareto.
Para ambos sistemas de prueba, se puede notar que el valor de la funcio´n objetivo que
relaciona la distancia recorrida, es mayor en todos los casos al compararse con la solucio´n del
VRPB, esto se espera dado a las restricciones asociadas a la operacio´n de la red y de bater´ıa,
las distancias totales recorridas van a aumentar al tener que visitar los puntos de carga.
Se observa que el sistema de 16 Nodos, generalmente tiene ma´s puntos en el frente
de Pareto en la solucio´n del EVRPB SDL, respecto al de 31 nodos. Una explicacio´n es la
topolog´ıa del sistema, el sistema de 16 nodos tiene ma´s opciones en pe´rdidas parecidas por
tener 3 alimentadores y mayor cercan´ıa en el sistema de transporte (hace ma´s combinatorial
el problema); respecto al de 31 nodos que es un solo alimentador y las pe´rdidas crecen a
medida que se conecte en los puntos ma´s lejanos a la subestacio´n.
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Tabla 4.4 – Resultados para el sistema de 16 Nodos 23 kV
Inst. ER NR Ω1[WH] Ω2 T iempo(s) Gap(%) Pareto
A1
(5, 10, 16) (27,30,33) 553919 238739 9400 0
2.38 2.4 2.42 2.44 2.46 2.48 2.5
2 (x) 105
5.46
5.47
5.48
5.49
5.5
5.51
5.52
5.53
5.54
1 
(x)
105
(10,16) (30,33) 548137 244909 10800 0
(10) (30) 546917 248202 1800 0
A2
(5,15) (27,32) 542189 196755 13800 0
1.96 1.97 1.98 1.99 2 2.01 2.02 2.03 2.04
2 (x) 105
5.35
5.36
5.37
5.38
5.39
5.4
5.41
5.42
5.43
1 
(x)
105
(15) (32) 535862 203644 11700 0
B2
(4,5,12) (31,32,36) 576223 210792 650.4 0
2.1 2.12 2.14 2.16 2.18 2.2 2.22 2.24 2.26
Ω2 (x) ×105
5.45
5.5
5.55
5.6
5.65
5.7
5.75
5.8
Ω
1 
(x)
×105
(5,12) (32,36) 552568 214203 984.5 0
(4,5) (31,32) 549146 225384 14400 1.58
B3
(5,12) (32,36) 569922 169634 10 0
1.6 1.7 1.8 1.9 2 2.1 2.2 2.3 2.4
2 (x) 105
5.3
5.35
5.4
5.45
5.5
5.55
5.6
5.65
5.7
1 
(x)
105
(4,15) (31,36) 541957 188827 1200 0
(15) (36) 536194 194536 600 0
() () 534702 233233 20 0
Continued on next page
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Tabla 4.4 – Resultados para el sistema de 16 Nodos 23 kV
Inst. ER NR Ω1[WH] Ω2 T iempo(s) Gap(%) Pareto
C2
(4,5,6,12) (41,42,43,46) 573078 219450 680 0
2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2
2 (x) 105
5.35
5.4
5.45
5.5
5.55
5.6
5.65
5.7
5.75
1 
(x)
105
(4,15) (41,47) 540184 234970 12750 0
(15) (47) 535829 310133 9762 0
C3
(1,3,10,12,15) (41,43,45,46,47) 565166 220125 8651 0
2.2 2.25 2.3 2.35 2.4 2.45 2.5 2.55 2.6
2 (x) 105
5.3
5.35
5.4
5.45
5.5
5.55
5.6
5.65
5.7
1 
(x)
105
(1,2,3,12) (41,42,43,46) 552730 232369 14400 3.26
(1,3,15) (41,43,47) 535697 254591 14400 0.9
(1,2,3) (41,42,43) 534702 257765 14400 0
C4
(4,5,6) (41,42,43) 553196 205365 11720 0
2 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7
2 (x) 105
5.34
5.36
5.38
5.4
5.42
5.44
5.46
5.48
5.5
5.52
5.54
1 
(x)
105
(4,6,15) (41,43,48) 547428 206652 11312 0
(4,15) (41,48) 540345 226936 14400 1.01
(15) (48) 535862 267987 13200 0
D2
(4,10) (39,43) 554104 318252 11400 0
3.15 3.2 3.25 3.3 3.35 3.4 3.45 3.5
2 (x) 105
5.38
5.4
5.42
5.44
5.46
5.48
5.5
5.52
5.54
5.56
1 
(x)
105
(10) (43) 549237 322561 14400 2.6
(4,5) (39,40) 546739 324874 14400 2.2
(5) (40) 541574 325894 14400 1.2
(4) (39) 539570 347838 14400 0.2
Continued on next page
CAPI´TULO 4. RESULTADOS COMPUTACIONALES 59
Tabla 4.4 – Resultados para el sistema de 16 Nodos 23 kV
Inst. ER NR Ω1[WH] Ω2 T iempo(s) Gap(%) Pareto
D3
(4,5,10) (39,40,43) 559082 264493 123 0
2.6 2.7 2.8 2.9 3 3.1 3.2 3.3
2 (x) 105
5.35
5.4
5.45
5.5
5.55
5.6
1 
(x)
105
(4,10) (39,43) 552560 278584 14400 3.2
(4,5) (39,40) 545707 282874 14400 2
(4) (39) 539185 325737 12750 0
E3
(6,9,10,16) (48,49,50,53) 580199 216350 12300 0
2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6
2 (x) 105
5.3
5.4
5.5
5.6
5.7
5.8
5.9
1 
(x)
105
(5,6,10,16) (47,48,50,53 567018 219852 14400 5.43
(4,15,16) (46,52,53) 542676 249575 14400 1.47
(15,16) (52,53) 537553 262795 14400 0.53
(16) (53) 536227 275390 14400 0.28
(15) (52) 536028 289922 12354 0
() () 534702 352983 3695 0
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Tabla 4.5 – Resultados para el sistema de 31 Nodos 23 kV
Inst. ER NR Ω1[WH] Ω2 T iempo(s) Gap(%) Pareto
A1
(7, 10, 31) (27,30,33) 1245650 238733 11200 0
2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
2 (x) 105
1.23
1.232
1.234
1.236
1.238
1.24
1.242
1.244
1.246
1 
(x)
106
(7,9,31) (27,29,33) 1244610 238974 11100 0
(9,31) (29,33) 1232490 243929 8700 0
(9) (29) 1230470 490568 6200 0
A2
(13,31) (27,32) 1238090 196755 1700 0
1.96 1.97 1.98 1.99 2 2.01 2.02 2.03 2.04
2 (x) 105
1.215
1.22
1.225
1.23
1.235
1.24
1 
(x)
106
(12,31) (26,32) 1237150 201250 14400 1.2
(31) (32) 1215400 203428 2338 0
B2
(1,15,31) (31,32,36) 1472560 210792 383 0
2.1 2.12 2.14 2.16 2.18 2.2 2.22 2.24
Ω2 (x) ×105
1.445
1.45
1.455
1.46
1.465
1.47
1.475
Ω
1 
(x)
×106
(1,22,31) (31,35,36) 1463010 214691 14400 0.9
(1,31) (31,36) 1449300 222851 7306 0
B3
(7,15) (32,36) 1224980 169634 10 0
1.65 1.7 1.75 1.8 1.85 1.9 1.95 2
2 (x) 105
1.175
1.18
1.185
1.19
1.195
1.2
1.205
1.21
1.215
1.22
1.225
1 
(x)
106
(7,9) (32,34) 1218090 172220 15 0
(31) (37) 1179000 187282 3465 0
() () 1176130 195631 500 0
Continued on next page
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Tabla 4.5 – Resultados para el sistema de 31 Nodos 23 kV
Inst. ER NR Ω1[WH] Ω2 T iempo(s) Gap(%) Pareto
C2
(1,7,8,15) (41,42,43,46) 1264880 219450 650 0
2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3
2 (x) 105
1.21
1.22
1.23
1.24
1.25
1.26
1.27
1 
(x)
106
(1,8,31) (41,43,47) 1230960 226531 14400 1.27
(1,7,31) (41,42,47) 1228210 229463 14400 1.05
(1,31) (41,47) 1215340 231210 12500 0
(1) (41) 1213190 290225 14400 0.2
C3
(1,8,10,15,31) (41,43,45,46,47) 1509210 220125 641 0
2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4
2 (x) 105
1.46
1.465
1.47
1.475
1.48
1.485
1.49
1.495
1.5
1.505
1.51
1 
(x)
106
(1,8,15) (41,43,46) 1489100 226855 14400 2.7
(1,8,31) (41,43,47) 1465850 258122 14400 1.27
(1,7) (41,42) 1462940 384000 14400 1.08
C4
(1,7,8) (41,42,43) 1242510 205365 1620 0
2 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7
2 (x) 105
1.21
1.215
1.22
1.225
1.23
1.235
1.24
1.245
1 
(x)
106
(1,8,31) (41,42,48) 1231480 215911 14400 1.31
(1,31) (41,48) 1215400 229610 8800 0
(1) (41) 1213190 267611 3098 0
D2
(1,31) (39,43) 1215600 318252 1820 0
3.15 3.2 3.25 3.3 3.35 3.4 3.45 3.5
2 (x) 105
1.213
1.2135
1.214
1.2145
1.215
1.2155
1.216
1 
(x)
106
(1) (39) 1213190 347062 8750 0
Continued on next page
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Tabla 4.5 – Resultados para el sistema de 31 Nodos 23 kV
Inst. ER NR Ω1[WH] Ω2 T iempo(s) Gap(%) Pareto
D3
(1,7,10) (39,40,43) 1246480 264493 2826 0
2.6 2.7 2.8 2.9 3 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5 3.6
2 (x) 105
1.21
1.215
1.22
1.225
1.23
1.235
1.24
1.245
1.25
1 
(x)
106
(1,7) (39,40) 12226440 298755 14400 1.2
(1) (39) 1213190 357132 12610 0
E3
(8,9,10,31) (48,49,50,53) 1524870 216350 2628 0
2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4
2 (x) 105
1.44
1.45
1.46
1.47
1.48
1.49
1.5
1.51
1.52
1.53
1 
(x)
106
(1,8,31) (46,48,49) 1472110 243729 14400 1.69
(1,31) (46,53) 1450050 254925 14400 0.2
(1) (46) 1447160 321421 182 0
Cap´ıtulo 5
Conclusiones y trabajo futuro
En esta Tesis, se presenta un nuevo modelo de propo´sito general para modelar el
EVRPB SDL por programacio´n lineal entera mixta, con el objetivo de minimizar los costos
asociados a la operacio´n del sistema de transporte bajo el enfoque del VRPB y la operacio´n del
SDL. En este sentido, se encuentra un conflicto entre las 2 funciones, por lo tanto, se debe
realizar la solucio´n de e´ste con un enfoque multiobjetivo para determinar un conjunto de
soluciones o´ptimas o frente de Pareto que permita a quien toma las decisiones seleccionar un
punto de acuerdo a sus intereses. Los resultados presentados para el EVRPB SDL muestran
que encuentra soluciones de buena calidad para instancias de la literatura del VRPB de 45
clientes, 8 posibles ubicaciones de estaciones de recarga y un sistema de distribucio´n con 31
nodos , como es la instancia E3 con el sistema de 31 nodos 23 kV, teniendo en cuenta que el
modelo del problema es bastante restricto de acuerdo a las consideraciones presentadas.
El EVRPB SDL es un problema de gran intere´s para las empresas de transporte que
requieren de los servicios de recogida y entrega de mercanc´ıa. Por otro lado, el operador de la
red de distribucio´n debe garantizar el servicio de energ´ıa a todos los usuarios, sin importar las
estaciones de recarga instaladas que deben de estar de acuerdo con los planes de expansio´n
propuestos para superar posibles problemas de operacio´n. La seleccio´n de uno de los puntos
del frente de Pareto, queda a eleccio´n y posible negociacio´n entre las partes (los operadores
de la red y compan˜´ıa de log´ıstica), aclarando que ubicarse en uno de los extremos ocasiona
la maximizacio´n del beneficio en una de las partes.
Se contribuye a las discusiones presentadas por Koc y Laporte [15], ya que se propone un
enfoque inicial del VRPB considerando veh´ıculos ele´ctricos.
Acerca del trabajo futuro, es necesario estudiar otras formas de carga para los VEs, o
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el caso de estaciones de intercambio de bater´ıas. Se deben realizar mejores aproximaciones
asociadas con el tiempo de recarga, por lo tanto, se recomienda utilizar ventanas de tiempo
en modelos futuros para dar solucio´n a este problema. Evaluar el modelo del EVRPB
integrado con el planeamiento de la red de distribucio´n, teniendo en cuenta diferentes medidas
operativas que permita llegar a mejores soluciones, incluyendo proyecciones de demanda a lo
largo de los periodos de planeamiento. Igualmente, una de las limitantes para poder abordar
instancias ma´s grandes del VRPB, fue la eficiencia de los me´todos de solucio´n, ya que no
era posible encontrar alguna solucio´n, por lo tanto, se requiere profundizar ma´s en e´stos y
nuevas te´cnicas para resolver este tipo de modelos.
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